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. 1

Основные свойства простейших 
геометрических фигур

1. Геометрические фигуры
Геометрия — это наука о свойствах гео

метрических фигур. Слово ♦ геометрия» греческое, в 
переводе на русский язы к означает ♦землемерие». 
Такое название связано с применением геометрии 
для измерений на местности.

Примеры геометрических фигур: тре
угольник, квадрат, окружность (рис. 1 ).

Геометрические фигуры бывают весьма 
разнообразны. Часть любой геометрической фигуры 
является геометрической фигурой. Объединение не
скольких геометрических фигур есть снова геомет
рическая фигура. На рисунке 2 фигура вверху состо
ит из треугольника и трех квадратов, а фигура 
внизу состоит из окружности и частей окружности. 
Всякую геометрическую фигуру мы представляем 
себе составленной из точек.

Геометрия широко применяется на прак
тике. Ее надо знать и рабочему, и инженеру, и ар
хитектору, и художнику. Одним словом, геометрию 
надо знать всем.

Геометрия, которая изучается в ш коле, 
называется евклидовой по имени Евклида, создав
шего руководство по математике под названием 
♦Начала». В течение длительного времени геомет
рию изучали по этой книге.

Мы начнем изучение геометрии с плани
метрии. П ланиметрия — это раздел геометрии, в ко
тором изучаются фигуры на плоскости.

П

Риг. 1

Риг. 2
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2. Точка и прямая
Основными геометрическими фигурами 

на плоскости являю тся точка и прям ая. Точки при
нято обозначать прописными латинскими буквами: 
А, В, Су И у ... . Прямые обозначаются строчными 
латинскими буквами: а, Ь, с, с?, ... . На рисунке 3 
вы видите точку А  и прямую а.

П рямая бесконечна. На рисунке мы изо
бражаем только часть прямой, но представляем ее 
себе неограниченно продолженной в обе стороны.

Посмотрите на рисунок 4. Вы видите 
прямые а, Ъ и точки А, В, С. Точки А и С леж ат на 
прямой а. Можно сказать такж е, что точки А и С 
принадлеж ат прямой а или что прямая а проходит 
через точки А и С.

Точка В  лежит на прямой Ъ. Она не ле
ж ит на прямой а. Точка С лежит и на прямой а, и 
на прямой Ъ. Прямые а и Ъ пересекаются в точке С. 
Точка С является точкой пересечения прямых а и Ъ.

На рисунке 5 вы видите, как  с помощью 
линейки строится прямая, проходящая через две за
данные точки А  и В.

Основными свойствами принадлежности 
точек и прямых на плоскости мы будем называть 
следующие свойства:

Евклид — древне
греческий ученый 
(III в. до н. э.)

Рис. 3

I. К акова бы ни бы ла прям ая, существуют точки, 
принадлеж ащ ие этой прямой, и точки, не принад
леж ащ ие ей.
Через любые две точки можно провести прямую, 
и только одну.

Прямую можно обозначать двумя точка
ми, лежащ ими на ней. Например, прямую а на ри
сунке 4 можно обозначить АС, а прямую Ъ можно 
обозначить ВС.

Задача (З)1.
Могут ли две прямые иметь две точки пе

ресечения? Объясните ответ.
Решение.
Если бы две прямые имели две точки пе- рис. 4 

ресечения, то через эти точки проходили бы две

1 Число в скобках указывает номер задачи в списке задач, приве
денных в конце параграфа.

7 К. ШСС



прямые. А  это невозможно, так как  через две точ
ки можно провести только одну прямую. Значит, 
две прямые не могут иметь две точки пересечения.

3 . Отрезок
Посмотрите на рисунок 6 . Вы видите 

прямую а и три точки А, В, С на этой прямой. Точ
ка В лежит между точками А и С, она разделяет 
точки А и С. Можно такж е сказать, что точки А и 
С лежат по разные стороны от точки В. Точки В  и 
С лежат по одну сторону от точки А, они не разде
ляются точкой А. Точки А и В лежат по одну сто
рону от точки С.

Отрезком называется часть прямой, кото
рая состоит из всех точек этой прямой, лежащ их 
между двумя данными ее точками. Эти точки назы
ваются концами отрезка. Отрезок обозначается ука
занием его концов. Когда говорят или пишут: «от
резок АВ», то подразумевают отрезок с концами в 
точках А и В.

На рисунке 7 вы видите отрезок АВ. Он 
является частью прямой АВ. Эта часть прямой вы
делена коричневой линией. Точка X  прямой лежит 
между точками А и В, поэтому она принадлежит от
резку АВ. Точка У не лежит между точками А и В, 
поэтому она не принадлежит отрезку АВ.

Основным свойством расположения то
чек на прямой будем называть следующее свойство:

Рис. 5

II. Из трех точек на прямой одна и только одна ле
жит между двумя другими.

4 . Измерение отрезков
Д ля измерения отрезков применяю тся 

разные измерительные инструменты. Простейшим 
таким инструментом является линейка с делениями 
на ней. На рисунке 8  отрезок АВ равен 10 см, отре
зок АС равен 6  см, а отрезок ВС равен 4 см. Длина 
отрезка А В  равна сумме длин отрезков АС и ВС.
А С В

1

8 10
Рис. 8

О сн о а н ы е  свои с таи  
п р о ст е й ш и х  геом ет ри
ч е ски х  ф игур



Основными свойствами измерения отрез
ков мы будем называть следующие свойства:

III . К аж ды й отрезок имеет определенную длину, 
большую нуля. Длина отрезка равна сумме длин ч а 
стей, на которые он разбивается любой его точкой.

Это значит, что если на отрезке АВ взять 
любую точку С, то длина отрезка А В  равна сумме 
длин отрезков АС  и ВС. Длину отрезка А В  называ
ют такж е расстоянием между точками А  и В.

Задача (9).
Три точки А, В у С лежат на одной пря

мой. Известно, что
А В  = 4,3 см, АС = 7,5 см, ВС = 3,2 см.
Может ли точка А  лежать между точка

ми В и С? Может ли точка С лежать между точка
ми А и В? К акая из трех точек А, В, С лежит меж
ду двумя другими?

Решение.
Если точка А лежит между точками В и 

Су то по свойству измерения отрезков должно быть 
АВ + АС = ВС. Но 4,3 + 7,5 ^  3,2. Значит, точка А 
не лежит между точками В и С.

Если точка С лежит между точками А и 
В, то должно быть АС+ ВС= АВ. Но 7,5 + 3,2 4,3.
Значит, точка С не лежит между точками А и В.

Из трех точек А, В, С на прямой одна 
точка леж ит между двумя другими. Значит, этой 
точкой является В.

5. Полуплоскости
Посмотрите на рисунок 9. П рямая а раз

бивает плоскость на две полуплоскости. Это разбие
ние обладает следующим свойством. Если концы ка
кого-нибудь отрезка принадлежат одной полуплоско
сти, то отрезок не пересекает прямую. Если концы 
отрезка принадлежат разным полуплоскостям, то от
резок пересекает прямую.

На рисунке 9 точки А и В лежат в одной 
из полуплоскостей, на которые прямая а разбивает 
плоскость. Поэтому отрезок АВ не пересекает пря
мую а. Точки С и Б  лежат в разных полуплоскос
тях. Поэтому отрезок СВ пересекает прямую а. Рис. 9

6 / к л а с с



Основным свойством располож ения то
чек относительно прямой на плоскости мы будем на
зывать следующее свойство:

*
IV. Прямая разбивает плоскость на две полуплос
кости.

Задача (17).
Даны прямая и три точки А, В, С, не ле

жащ ие на этой прямой. Известно, что отрезок А В  пе
ресекает прямую, а отрезок АС  не пересекает ее. Пе
ресекает ли прямую отрезок ВС? Объясните ответ.

Решение.
Прямая разбивает плоскость на две полу

плоскости (рис. 10). Точка А  принадлежит одной из 
них. Отрезок АС  не пересекает прямую. Значит, точ
ка С лежит в той же полуплоскости, что и точка А .

Отрезок А В  пересекает прямую. Значит, 
точка В  лежит в другой полуплоскости.

Таким образом, точки В  и С леж ат в раз
ных полуплоскостях. А  это значит, что отрезок ВС 
пересекает нашу прямую.

6. Полупрямая
Задача (20).
Даны прямая а и точки А, X , У, 2  на 

этой прямой (рис. 11). Известно, что точки X  и У 
лежат по одну сторону от точки А, точки X  и 2  то
ж е лежат по одну сторону от точки А. Как располо
жены точки У и 2  относительно точки А: по одну 
сторону или по разные стороны? Объясните ответ.

Решение.
Проведем через точку А какую -нибудь 

прямую Ьу отличную от а. Она разбивает плоскость 
на две полуплоскости. Одной из них принадлежит 
точка X. В той же полуплоскости лежат точки У и 
2у потому что отрезки ХУ и Х 2  не пересекают пря
мую Ь. Так как  точки У и 2  лежат в одной полу
плоскости, то отрезок У2  не пересекает прямую Ь, а 
значит, не содержит точку А. То есть точки У и 2  
лежат по одну сторону от точки А.

Полупрямой, или лучом, назы вается 
часть прямой, которая состоит из всех точек этой 
прямой, лежащ их по одну сторону от данной ее точ
ки. Эта точка называется начальной точкой полу

Рис. 10

Риг. П
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прямой. Различны е полупрямы е одной и той же 
прямой, имеющие общую начальную точку, называ
ются дополнительными.

Полупрямые, так ж е как  и прямые, обо
значаются строчными латинскими буквами. Можно 
обозначать полупрямую двумя точками: начальной 
и еще какой-нибудь точкой, принадлежащ ей полу
прям ой. П ри этом начальная  точка ставится на 
первом месте. Например, полупрямую, которая вы
делена коричневой линией на рисунке 1 2 , можно 
обозначить АВ.

Задача (2 2 ).
На отрезке А В  взята точка С. Среди по

лупрямых АВ, АС, СА и СВ назовите пары совпада
ющих полупрямых, дополнительных полупрямых. 
Объясните ответ.

Решение (рис. 13).
Данные полупрямые имеют начальной 

точкой либо точку А, либо точку С.
Рассмотрим сначала полупрямы е с на

чальной точкой А (полупрямые АВ и АС). Точка С 
лежит между точками А и Б , так как  по условию 
задачи она принадлежит отрезку АВ. Значит, точка 
А не лежит между точками В и С, т.е. точки В и С 
лежат по одну сторону от точки А. Поэтому полу
прямые АВ и АС совпадающие.

Рассмотрим теперь полупрямые с началь
ной точкой С (полупрямые СА и СВ). Точка С раз
деляет точки А и Б . Поэтому точки А и В не могут 
принадлежать одной полупрямой, а значит, полу
прямые СА и СВ дополнительные.

Рис. 12

7. Угол
Углом назы вается фигура, которая со

стоит из точки — верш ины угла — и двух различ
ных полупрямы х, исходящ их из этой точки, — 
сторон угла.

На рисунке 14 вы видите угол с верши
ной О и сторонами а , Ь. Угол обозначается либо ука
занием его вершины, либо указанием его сторон, ли
бо указанием трех точек: вершины и двух точек на 
сторонах угла. Слово «угол» иногда заменяют зна
ком Угол на рисунке 14 можно обозначить тре
мя способами: /.О , /-(аЬ), А АО В. В третьем способе 
буква угла, обозначающая вершину, ставится посе
редине. Рис. 14

8 7 класс



Если стороны угла являются дополнитель
ными полупрямыми одной прямой, то угол называет
ся развернутым. На рисунке 15 вы видите разверну
тый угол с вершиной О и сторонами ОА и ОВ.

Мы будем говорить, что луч проходит 
между сторонами данного угла, если он исходит из 
его вершины и пересекает какой-нибудь отрезок с 
■юнцами на сторонах угла. На рисунке 16 луч с про
ходит между сторонами угла (аЪ), так как  он исхо
дит из вершины угла (аЬ) и пересекает отрезок А В  
с концами на его сторонах.

В случае развернутого угла мы считаем, 
что любой луч, исходящий из его вершины и отлич
ный от его сторон, проходит между сторонами угла.

Углы измеряются в градусах при помощи 
транспортира. На рисунке 17 угол (аЬ) равен 120°. 
Полупрямая с проходит между сторонами угла (аЬ). 
Угол (ас) равен 90°, а угол (Ьс) равен 30°. Угол (аЪ) 
равен сумме углов (ас) и (Ъс).

Основными свойствами измерения углов 
мы будем называть следующие свойства:

Рис. 16

V. Каждый угол имеет определенную градусную ме
ру, бблыпую нуля. Разверну тый угол равен 180е. Гра
дусная мера угла равна сумме градусных мер углов, 
на которые он разбивается любым лучом, проходя
щим между его сторонами.

Это значит, что если луч с проходит меж
ду сторонами угла (аЬ), то угол (аЪ) равен сумме уг
лов (ас) и (Ьс).

Задача (25).
Может ли луч с проходить 

между сторонами угла (аЬ), если А(ас) =
= 30°, /.(сЪ) = 80°, /.(аЪ) =  50°?

Решение.
Если луч с проходит между 

сторонами угла (аЬ)у то по свойству изме
рения углов должно быть:

/.(ас) + /.(Ьс) = /.(аЬ).
Но

30° + 80° *  50°.
Значит, луч с не может про

ходить между сторонами угла (аЬ). Рис. 17

()снони ыс свойст  ви 
прост ей ш и х  гсом с три  
ч с ск и х  фигур



8. Откладывание отрезков и углов
На рисунке 18 показано, как с помощью 

линейки на полупрямой а с начальной точкой А 
можно отложить отрезок данной длины (3 см).

Посмотрите на рисунок 19. П олупря
мая а, продолженная за начальную точку А, разби
вает плоскость на две полуплоскости. На рисунке 
показано, как  с помощью транспортира отложить от 
полупрямой а в верхнюю полуплоскость угол с дан
ной градусной мерой (60°).

Основными свойствами отклады вания 
отрезков и углов мы будем назы вать следующие 
свойства:

VI. Н а любой полупрямой от ее начальной точки 
можно отложить отрезок заданной длины, и только 
один.
VII. От любой полупрямой в заданную полуплос
кость можно отложить угол с заданной градусной 
мерой, меньшей 180°, и только один.

Задача (30).
На луче А В  отложен отрезок АС, мень

ший отрезка А В . К акая из трех точек А, Б , С ле
ж ит между двумя другими? Объясните ответ.

Решение (рис. 20).
Так как  точки Б  и С лежат на одной по

лупрямой с начальной точкой А, то они не разделя
ются точкой А, т. е. точка А не лежит между точ
ками Б  и С.

Может ли точка Б  лежать между точка
ми А и С? Если бы она леж ала между точками А и

10

Рис. 20
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С, то было бы АБ + ВС = АС. Но это невозможно, 
так как по условию отрезок АС  меньше отрезка А В. 
Значит, точка В  не лежит между точками А и С.

Из трех точек А, Б , С одна лежит меж
ду двумя другими. Поэтому точка С лежит между 
точками А и Б .

9. Треугольник
Треугольником называется фигура, кото

рая состоит из трех точек, не леж ащ их на одной 
прямой, и трех отрезков, попарно соединяющих эти 
точки. Точки называются верш инами треугольника, 
а отрезки — сторонами.

На рисунке 21 вы видите треугольник с 
вершинами А, Б , С и сторонами АБ, БС, АС. Тре
угольник обозначается указанием его вершин. Вме
сто слова «треугольник» иногда употребляют знак Л. 
Например, треугольник на рисунке 21 обозначается 
так: ААВС.

Углом треугольника АБС при вершине А 
называется угол, образованный полупрямыми АБ и 
АС. Так же определяются углы треугольника при 
вершинах Б  и С.

Два отрезка называются равными, если 
они имеют одинаковую длину. Два угла называются 
равными, если они имеют одинаковую угловую ме
ру в градусах.

Треугольники называются равными, если 
у них соответствующие стороны равны и соответст
вующие углы равны. При этом соответствующие уг
лы должны лежать против соответствующих сторон.

На рисунке 22 вы видите два равных тре
угольника АБС и А 1Б 1С1. У н и х

АБ = А хВ 1у АС  = А 1С1, БС = В хС19
ДА = ААХ, АБ = А Б Х, АС = АСХ.
На чертеже равные отрезки обычно отме

чают одной, двумя или тремя черточками, а равные 
углы — одной, двумя или тремя дужками.

Д ля обозначения равенства треугольни
ков используется обычный знак равенства: =. За
пись ААВС  = ДА1Б 1С1 читается так: «Треугольник
АБС равен треугольнику А ^ С ^ .  При этом имеет 
значение порядок, в котором записываются верши
ны треугольника. Равенство ААВС = А А 1В 1С1 озна-

В

Рис. 21
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Рис. 23

чает, что АЛ  = А А 1г А В  = А.В^ ... . А  равенство 
ААВС = АВ^А^С-^ означает уже совсем другое: А А  = 
= А В 19 А В  = А А г, ... .

Задача (38).
Треугольники АВС  и Р ф й  равны. Извест

но, что сторона А В  равна 10 м, а угол С равен 90°. 
Чему равны сторона Рф  и угол В? Объясните ответ. 

Решение.
Так как  треугольники АВС  и РфК равны, 

то у них А В  = Р(^, АС = А В . Значит, Р ф  = 
= 10 м, А В  =  90°.

Рис. 24

10. Существование треугольника, 
равного данному
Пусть мы имеем треугольник АВС  и 

луч а (рис. 23, а). Переместим треугольник АВС  
так, чтобы его верш ина А  совместилась с началом 
луча а, верш ина В  попала на луч а, а верш ина С 
оказалась в заданной полуплоскости относительно 
луча а и его продолжения. Вершины нашего тре
угольника в этом новом положении обозначим А г, 
Вц Сг (рис. 23, б). Треугольник А 1В 1С1 равен тре
угольнику АВС.

Существование треугольника А 1Б 1С1, рав
ного треугольнику АВС  и расположенного указан
ным образом относительно заданного луча а, мы от
носим к числу основных свойств простейших фигур. 
Это свойство мы будем формулировать так:

VIII. Каков бы ни был треугольник, существует рав' 
ный ему треугольник в заданном расположении от 
носительно данной полупрямой.

12 7 к л а с с



11. Параллельные прямые
Две прямые называются параллельными, 

если они не пересекаются.
На рисунке 24 показано, как  с помощью 

угольника и линейки провести через данную точку 
В  прямую Ъ, параллельную данной прямой а.

Для обозначения параллельности прямых 
используется знак ||. Запись а || Ъ читается: «Пря
мая а параллельна прямой Ъ*.

Основное свойство параллельны х п ря
мых состоит в следующем:

IX. Через точку, не лежащую на данной прямой,
можно провести на плоскости не более одной п ря
мой, параллельной данной.

Задача (41).
Может ли прямая, пересекающая одну из 

двух параллельных прямых, не пересекать другую?
Объясните ответ.

Решение.
Пусть а и Ь — параллельные прямые, и 

пусть прям ая с пересекает прямую а в точке А  
(рис. 25). Если бы прямая с не пересекала прямую 
Ь, то через точку А  проходили бы две прямые, не 
пересекающие прямую Ь: прямая а и прямая с. Но 
по свойству параллельных прямых это невозможно.
Значит, прямая с, пересекая прямую а, должна пе
ресекать и параллельную ей прямую Ъ.

12. Теоремы и доказательства
Правильность утверж дения о свойстве 

той или иной геометрической фигуры устанавливает
ся путем рассуждения. Это рассуждение называется 
доказательством. А  само утверждение, которое дока
зывается, называется теоремой. Приведем пример.

Теорема

Если пряная, не проходящая ни через одну из вер
шин треугольника, пересекает одну из его сторон, то 
она пересекает только одну из двух других сторон.

Доказательство.
Пусть прямая а не проходит ни через од

ну из вершин треугольника АВС  и пересекает его

О с н о в н ы е  с в о й с т в а  
прост ей ш и х ге о м с т р и  
ч е с к и х  ф и г у р



сторону А В  (рис. 26). П рямая а разбивает плоскость 
на две полуплоскости. Точки А  и В  леж ат в раз
ных полуплоскостях, так как  отрезок А В  пересе
кает прямую а. Точка С лежит в одной из этих по
луплоскостей.

Если точка С леж ит в одной полуплос
кости с точкой А, то отрезок АС  не пересекает 
прямую а, а отрезок ВС  пересекает эту прямую 
(рис. 26, а).

Если точка С лежит в одной полуплоско
сти с точкой В, то отрезок АС  пересекает прямую а, 
а отрезок ВС  не пересекает ее (рис. 26, б).

В обоих случаях прям ая а пересекает 
только один из отрезков АС  или ВС. Вот и все до
казательство.

Ф ормулировка теоремы обычно состоит 
из двух частей. В одной части говорится о том, что 
дано. Эта часть назы вается условием теоремы. В 
другой части говорится о том, что должно быть до
казано. Эта часть называется заключением теоремы.

Условие теоремы 1.1 состоит в том, что 
прямая не проходит ни через одну вершину треуголь
ника и пересекает одну из его сторон. Заключение те
оремы состоит в том, что эта прямая пересекает толь
ко одну из двух других сторон треугольника.

13. Аксиомы
Утверждения, содержащиеся в формули

ровках основных свойств простейших фигур, не до
казываются и называются аксиомами. Слово «акси
ома» происходит от греческого слова «аксиос» и оз
начает «утверждение, не вызывающее сомнений».

При доказательстве теорем разреш ается 
пользоваться основными свойствами простейш их 
фигур, т. е. аксиомами, а такж е свойствами, уже до
казанными, т. е. доказанными теоремами. Н икаки
ми другими свойствами фигур, даже если они нам 
каж утся очевидными, пользоваться нельзя.

При доказательстве теорем разрешается 
пользоваться чертежом как  геометрической записью 
того, что мы выражаем словами. Не разрешается ис
пользовать в рассуждении свойства фигуры, видные 
на чертеже, если мы не можем обосновать их, опи
раясь на аксиомы и теоремы, доказанные ранее.

В геометрии наряду с такими словами, 
как  «аксиома» и «теорема», используется такж е

а)

б)

Рис. 26
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слово «определение». Дать определение чему-либо — 
значит объяснить, что это такое.

Например, говорят: «Дайте определение 
треугольника». На это отвечают: «Треугольником 
называется фигура, которая состоит из трех точек, 
не лежащ их на одной прямой, и трех отрезков, по
парно соединяющих эти точки».

Другой пример: «Дайте определение па
раллельных прямых». Отвечаем: «Прямые называ
ются параллельными, если они не пересекаются». 
Вы уже знаете определения равенства отрезков, ра
венства углов и равенства треугольников.

Контрольные вопросы
1. Приведите примеры геометрических фигур.
2. Назовите основные геометрические фигуры на плоскости.
3. Как обозначаются точки и прямые?
4. Сформулируйте основные свойства принадлежности точек и 

прямых.
5. Объясните, что такое отрезок с концами в данных точках.
6 . Сформулируйте основное свойство располож ения точек на 

прямой.
7. Сформулируйте основные свойства измерения отрезков.
8 . Что назы вается расстоянием меж ду двумя данными точ

ками?
9. Какими свойствами обладает разбиение плоскости на две полу

плоскости?
10. Сформулируйте основное свойство расположения точек относи

тельно прямой на плоскости.
11. Что такое полупрямая или луч? Какие полупрямые называют

ся дополнительными?
12. Как обозначаются полупрямые?
13. К акая фигура называется углом?
14. Как обозначается угол?
15. Какой угол называется развернутым?
16. Объясните, что означает выражение: «Полупрямая проходит

между сторонами угла».
17. В каких единицах измеряются углы и с помощью какого ин

струмента? Объясните, как  проводится измерение.
18. Сформулируйте основные свойства измерения углов.
19. Сформулируйте основные свойства откладывания отрезков и 

углов.
20. Что такое треугольник?
21. Что такое угол треугольника при данной вершине?
22. Какие отрезки называются равными?
23. Какие углы называются равными?



24. Какие треугольники называются равными?
25. Как на рисунке отмечаются у равных треугольников соответ

ствующие стороны и углы?
26. Объясните по рисунку 23 существование треугольника, равно

го данному.
27. Какие прямые называются параллельными? Какой знак ис

пользуется для обозначения параллельности прямых?
28. Сформулируйте основное свойство параллельных прямых.
29. Приведите пример теоремы.

Задачи 1

Пункт 2
1. 1) Проведите прямую. Отметьте какую-нибудь точку А, ле

ж ащ ую  на прямой, и точку В, не леж ащ ую  на прямой.
2) Проведите две пересекающиеся прямые а и Ь. Отметьте точ
ку С пересечения прямых; точку А на прямой а, не лежащую 
на прямой Ь; точку Б , не лежащую ни на одной из прямых 
а и Ъ.

2. Отметьте на листе бумаги две точки.
Проведите через них от руки прямую. С 
помощью линейки  проверьте правиль
ность построения.

3. Могут ли две прямые иметь две точки пе
ресечения? Объясните ответ.

4. Д ля проверки правильности линейки 
применяют такой способ. Через две точ
ки с помощью линейки проводят линию 
(рис. 27). Затем линейку переворачивают 
и через те же точки снова проводят ли
нию. Если линии не совпадают, то ли 
нейка неправильная. На каком свойстве 
прямы х основан этот способ проверки 
правильности линейки? Рис. 27

Пункт 3
5. Проведите прямую а. Отметьте на прямой две какие-нибудь 

точки А  и В. Отметьте теперь точку С так, чтобы точка А  ле
жала между точками В  и С.

6 . Проведите прямую а. Отметьте на прямой две какие-нибудь 
точки А  и В. Отметьте теперь какую-нибудь точку С отрезка 
А В .

1 Многие задачи настоящего учебника взяты из школьных учебников 
и задачников прошлых лет, в особенности из «Геометрии» А. П. Кисе
лева и «Сборника задач по геометрии» Н. А. Рыбкина.
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4) отрезки АВ и СО не пересекают прямую, а отрезок ВС пе
ресекает; 5) отрезки АВ, ВС, СВ не пересекают прямую; 
6 ) отрезки АС, ВС  и ВВ пересекают прямую? Объясните 
ответ.

19. Даны пять точек и прямая, не проходящая ни через одну из 
этих точек. Известно, что три точки расположены в одной по
луплоскости относительно этой прямой, а две точки — в дру
гой. Каж дая пара точек соединена отрезком. Сколько отрезков 
пересекает прямую? Объясните ответ.

Пункт 6
20. Даны прямая а и точки А, X , У, 2  на этой прямой (рис. 11).

Известно, что точки X  и У лежат по одну сторону от точки А,
точки X  и 2  тоже лежат по одну сторону от точки А. Как рас
положены точки У и 2  относительно точки А: по одну сторо
ну или по разные стороны? Объясните ответ.

21. Отметьте две точки А и В. Проведите полупрямую АВ.
22. На отрезке АВ взята точка С. Среди полупрямых АВ, АС, СА, 

СВ назовите пары совпадающих полупрямых, дополнительных 
полупрямых. Объясните ответ.

Пункт 7
23. Проведите из одной точки три произвольных луча. Определи

те на глаз углы, образуемые этими лучами. Проверьте ваши 
ответы, измеряя углы транспортиром. Повторите упражнение.

24. Луч а проходит между сторонами угла (сд). Найдите угол (ей),
если: 1) /.(ас) = 35°, / (а д )  = 75°; 2) /.(ас) = 57°, / (а д )  = 62°;
3) / (а с )  = 94°, / (а д )  = 85°.

25. Может ли луч с проходить между сторонами угла (аЪ), если:
1) / ( а с )  = 30°, /(с Ь )  = 80°, /(а Ь )  = 50°; 2) / ( а с )  = 100°, 
/(сЬ )  = 90°; 3) угол (ас) больше угла (аЬ)1

26. Между сторонами угла (аЪ), равного 60°, проходит луч е. Най
дите углы (ас) и (Ьс), если: 1) угол (ас) на 30° больше угла (Ьс);
2) угол (ас) в 2 раза больше угла (Ьс); 3) луч с делит угол (аЬ) 
пополам; 4) градусные меры углов (ас) и (Ьс) относятся как 
2:3.

Пункт 8
27. Проведите прямую. Отметьте на ней какую-нибудь точку А. За

тем отметьте на глаз точку В этой прямой так, чтобы АВ = 
= 5 см. Проверьте точность построения точки В линейкой. По
вторите упраж нение для: 1) А В  = 3 см; 2) А В  = 7 см;
3) АВ = 10 см.

28. Постройте на глаз углы 30°, 45°, 60°, 90°. Проверьте точность 
построения транспортиром. Повторите задание.
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29. Существует ли на полупрямой АБ такая точка X, отличная от 
Б , что А Х  = АВ?  Объясните ответ.

30. На луче А В  отложен отрезок АС, меньший отрезка А В . Какая 
из трех точек А, Б , С лежит между двумя другими? Объясни
те ответ.

31. На луче АБ отмечена точка С. Найдите длину отрезка БС, ес
ли: 1) АБ = 1,5 м, АС = 0,3 м; 2) АБ = 2 см, АС = 4,4 см.

Пункт 9
32. Постройте на глаз треугольник с равными сторонами (равно

сторонний треугольник). Проверьте точность построения изме
рением сторон.

33. На стороне АБ треугольника АБС взята точка Б . Чему равна
сторона АБ треугольника, если А Б  = 5 см, а В Б = 6  см?

34. На стороне АБ треугольника АБС взята точка Б . Найдите
угол С треугольника, если ААСБ = 30°, а АБСБ = 70°.

35. Начертите какой-нибудь треугольник. Постройте от руки на 
глаз равный ему треугольник. Проверьте правильность постро
ения, измеряя соответствующие углы и стороны. Повторите 
упражнение.

36. Треугольники АБС и Р ф й  равны. Известно, что АБ = 5 см, ВС= 
= 6  см, АС = 7 см. Найдите стороны треугольника Рф й. Объ
ясните ответ.

37. Треугольники АБС и Р ф й  равны. Углы второго треугольника
известны: АР = 40°, А<? = 60°, А Б = 80°. Найдите углы тре
угольника АБС.

38. Треугольники АБС и РфЯ равны. Известно, что сторона АБ 
равна 10 м, а угол С равен 90°. Чему равны сторона Рф  и угол 
Б ?  Объясните ответ.

39. Треугольники АБС, РфВ и ХУХ равны. Известно, что АБ =
= 5 см, фВ = 6  см, XX = 7 см. Найдите остальные стороны
каждого треугольника.

Пункт 10
40. Дан треугольник АБС. Существует ли другой, равный ему тре

угольник А ББ?

Пункт 11
41. Может ли прямая, пересекающая одну из двух параллельных 

прямых, не пересекать другую? Объясните ответ.
42. Даны две пересекающиеся прямые. Можно ли провести третью 

прямую, параллельную каждой из двух данных?

Пункт 12
43. Может ли прямая, не проходящая ни через одну из вершин 

треугольника, пересекать каждую его сторону? Почему?

О сн о в н ы е  свойст ва  
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441. Даны четыре точки А, Б , С и Б . Известно, что точки А, Б , С 
леж ат на одной прямой и точки Б , С, Б  такж е лежат на од
ной прямой. Докажите, что все четыре точки лежат на одной 
прямой.

45. Даны четыре прямые а, Ь, с и й. Известно, что прямые а, Ь, 
с пересекаются в одной точке и прямые Ь, с, <1 такж е пересе
каются в одной точке. Докажите, что все четыре данные пря
мые проходят через одну точку.

46. Точки А, В, С, Б  не лежат на одной прямой. Известно, что 
прямая А Б пересекает отрезок СБ, а прямая СБ пересекает от
резок А Б. Докажите, что отрезки АБ и СБ пересекаются.

47. Дан треугольник АБС. На стороне АС взята точка В2, а на сто
роне БС — точка А}. Докажите, что отрезки А А Х и БВ! пере
секаются (рис. 28).

48. Отрезки АБ и СБ, не лежащ ие на одной прямой, пересекают
ся в точке Е. Докажите, что отрезок АС не пересекает прямую 
Б Б  (рис. 29).

Пункт 13
49. Докажите, что если луч, исходящий из вершины угла, пере

секает отрезок АБ с концами на сторонах угла, то он пересе
кает: 1) отрезок АС с концами на сторонах угла; 2) любой от
резок СВ с концами на сторонах угла (рис. 30).

50. Докажите, что две прямые либо параллельны, либо пересека
ются в одной точке.

51. Точки А и С принадлежат прямой а. На полупрямой СА отло
жен отрезок СБ, больший отрезка СА. 1) К акая из трех точек 
А, Б , С лежит между двумя другими? Объясните ответ. 2) До
каж ите, что точка А разбивает прямую а на две полупрямые 
АБ и АС.

1 Цветом отмечены задачи повышенной трудности.
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Смежные и вертикальные углы

14. Смежные углы
Определение.
Два угла называются смежными, если у 

них одна сторона общая, а другие стороны этих уг
лов являю тся дополнительными полупрямыми.

На рисунке 31 углы (а1&) и (а2Ь) смежные. У 
них сторона Ь общая, а стороны ах и а2 являю тся до
полнительными полупрямыми.

Пусть С — точка на прямой АВ, леж а
щ ая между точками А и В, а  I)  — точка, не леж а
щ ая на прямой АВ (рис. 32). Тогда углы ВСП и АСИ 
смежные. У них сторона СИ общая. Стороны СА и 
СВ являю тся дополнительными полупрямыми пря- а2 
мой АВ, так как  точки А и Б  этих полупрямых раз
деляются начальной точкой С. рис. 31

Теорема

Сумма смежных углов равна 180°. 

Доказательство.
Пусть А(агЬ) и /-(а2Ь) — данные смежные 

углы (см. рис. 31). Луч Ь проходит между сторона
ми аг и а2 развернутого угла. Поэтому сумма углов 
(ахЬ) и (а2Ь) равна развернутому углу, т. е. 180°. Те
орема доказана.

Из теоремы 2.1 следует, что
если два угла равны, то смежные с ними углы равны.

Из теоремы 2.1 следует такж е, что
если угол не развернутый, то его градусная мера 
меньше 180°.

Задача (3).
Найдите смежные углы , если один из 

них в два раза больше другого.
Решение.
Обозначим градусную меру меньшего из 

углов через х. Тогда градусная мера большего угла 
будет 2х. Сумма углов равна 180°. И так, х  + 2х =

Рис. 32
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V
Тупой

= 180, Зх = 180. Отсюда х  = 60. Значит, наш и 
смежные углы равны 60° и 1 2 0 °.

Угол, равный 90°, называется прям ы м  
углом. Из теоремы о сумме смежных углов следует, 
что

угол, смежный с прямым углом, есть прямой угол.

Угол, меньший 90°, называется острым 
углом. Угол, больший 90° и меньший 180°, называ
ется тупым.

Так к ак  сумма смеж ны х углов равна 
180°, то угол, смежный с острым углом, тупой, а 
угол, смежный с тупым углом, острый. На рисун
ке 33 изображены три вида углов.

15. Вертикальные углы
Определение.

Два угла называются вертикальными, ес
ли стороны одного угла являю тся дополнительными 
полупрямыми сторон другого.

На рисунке 34 углы ( а ^ )  и (а2Ь2) верти
кальные. Стороны а2 и Ь2 второго угла — дополнитель
ные полупряме сторон аг и Ьг первого угла.

Теорема

Вертикальные углы равны.

Доказательство.
Пусть ( а ^ )  и (а2Ь2) — данные вертикаль

ные углы (рис. 34). Угол (а1&2) является смежным с 
углом ( а ^ )  и с углом (а2Ь2). Отсюда по теореме о 
сумме смежных углов заключаем, что каж ды й из 
углов (а !&!) и (а2Ь2) дополняет угол (а1&2) до 180°, 
т.е. углы (а1&1) и (а2Ь2) равны. Теорема доказана.
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Задача (9).
Сумма двух углов, которые получаются 

при пересечении двух прямых, равна 50°. Найдите 
эти углы.

Решение.
Два угла, которые получаются при пере

сечении двух прямых, либо смежные, либо верти
кальны е (рис. 35). Данные углы  не могут быть 
смежными, так как  их сумма равна 50°, а сумма 
смежных углов равна 180°. Значит, они вертикаль
ные. Так как  вертикальные углы равны и по усло
вию их сумма 50°, то каж дый из углов равен 25°.

16. Перпендикулярные прямые
Пусть а и Ь — прямые, пересекающиеся 

в точке А  (рис. 36). Каж дая из этих прямых точкой 
А  делится на две полупрямые. Полупрямые одной 
прямой образуют с полупрямыми другой прямой че
тыре угла. Пусть а  — один из этих углов. Тогда лю
бой из остальных трех углов будет либо смежным с 
углом а , либо вертикальным с углом а .

Отсюда следует, что если один из углов 
прямой, то остальные углы тоже будут прямые. 
В этом случае мы говорим, что прямые пересекают
ся под прямым углом.

Определение.
Две прямые называются перпендикуляр

ными, если они пересекаются под прямым углом 
(рис. 37).

Перпендикулярность прямых обозначает
ся знаком _1_. Запись а Ь читается: «Прямая а пер
пендикулярна прямой Ь».

Теорема
‘♦V

а

Рие. 37

Через каждую точку прямой можно провести пер
пендикулярную ей прямую, и только одну.

Доказательство.
Пусть а — данная прямая и А  — данная 

точка на ней. Обозначим через аг одну из полупря
мых прямой а с начальной точкой А  (рис. 38). От
ложим от полупрямой ах угол ( а ^ ) ,  равный 90°. 
Тогда прямая, содержащая луч Ьх, будет перпенди
кулярна прямой а.
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18. Биссектриса угла
Определение1.
Биссектрисой угла называется луч, кото

рый исходит из вершины угла, проходит между его 
сторонами и делит угол пополам.

На рисунке 41 вы видите угол (аЪ). Луч 
с исходит из верш ины угла, проходит между его 
сторонами и делит угол пополам:

/.(аЪ)
/-(ас) = /.(Ьс) = --------- .

2

Задача (17).
Докажите, что биссектриса угла образует 

с его сторонами углы не больше 90°.
Решение.
Мы знаем, что градусная мера любого уг

ла не больше 180°. Поэтому половина ее не боль
ше 90°.

19. Что надо делать, чтобы успевать 
по геометрии
При изучении геометрии незнание чего- 

либо из пройденного материала может быть причи
ной непонимания нового материала. Приведем при
мер. Допустим, на уроке учитель доказывает теоре
му о равенстве вертикальных углов. К ак вы знаете, 
в этом доказательстве использую тся определение 
смежных углов и теорема о сумме смежных углов. 
Если вы не знаете, какие углы называются смежны
ми, не знаете теоремы о сумме смежных углов, то 
вы это доказательство не поймете. В результате этот 
урок будет для вас пустой тратой времени. И к  ва
шему незнанию смежных углов прибавится незна
ние теоремы о равенстве вертикальных углов. По
этому для того, чтобы хорошо успевать по геомет
рии, нужно знать основные результаты изученного 
материала. А для этого надо повторять пройденный 
материал по контрольным вопросам.

Повторять пройденный материал по кон
трольным вопросам надо так. Прочитайте вопрос. 
Уясните его себе. Если требуется дать определение 
какой-либо фигуры, мысленно дайте такое определе

1 В дальнейшем слово «определение» писать не будем, а определяе
мое понятие будем выделять жирным шрифтом.
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ние. Полезно сделать от руки чертеж определяемой 
фигуры. Если в вопросе речь идет о теореме, сфор
мулируйте ее, уясните себе, в чем условие и заклю 
чение этой теоремы. Сделайте чертеж, иллюстриру
ющий содержание теоремы. Доказательство теоремы 
при каждом повторении давать необязательно.

Повторяйте пройденный материал каж
дый раз, когда при изучении нового материала вы 
обнаруживаете незнание чего-либо.

Контрольные вопросы
1. Какие углы называются смежными?
2. Докажите, что сумма смежных углов равна 180°.
3. Докажите, что если два угла равны, то смежные с ними углы 

такж е равны.
4. Какой угол называется прямым (острым, тупым)?
5. Докажите, что угол, смежный с прямым, есть прямой угол.
6 . Какие углы называются вертикальными?
7. Докажите, что вертикальные углы равны.
8 . Докажите, что если при пересечении двух прямых один из уг

лов прямой, то остальные три угла тоже прямые.
9. Какие прямые называются перпендикулярными? Какой знак 

используется для обозначения перпендикулярности прямых?
10. Докажите, что через любую точку прямой можно провести пер

пендикулярную ей прямую, и только одну.
11. Что такое перпендикуляр к  прямой?
12. Объясните, в чем состоит доказательство от противного.
13. Что называется биссектрисой угла?

Задачи 
Пункт 14

1. Найдите углы, смежные с углами 30°, 45°, 60°, 90°.
2. Могут ли два смежных угла быть оба: 1) острыми; 2) тупыми; 

3) прямыми? Обоснуйте ответ.
3. Найдите смежные углы, если один из них в два раза больше 

другого.
4. Найдите смежные углы, если: 1) один из них на 30° больше

другого; 2) их разность равна 40°; 3) один из них в три раза
меньше другого; 4) они равны.

5. Какой угол образуют часовая и минутная стрелки часов, ког
да они показывают: 1) 6  ч; 2) 3 ч; 3) 4 ч?

6 . Найдите смежные углы, если их градусные меры относятся 
как: 1) 2:3; 2) 3:7; 3) 11:25; 4) 22:23.
Пункт 15

7. Один из углов, которые получаются при пересечении двух пря
мых, равен 30°. Чему равны остальные углы?
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9.

10.

11 .

12.

8 .

13.

14.

15.

16.

17.

18 .

19.
20.

21.

Чему равен угол, если два смеж ных с 
ним угла составляют в сумме 1 0 0 °? 
Сумма двух углов, которые получаются 
при пересечении двух прям ы х, равна 
50°. Найдите эти углы.
Один из углов, образованных при пересе
чении двух прямых, в четыре раза боль
ше другого. Найдите эти углы.
Один из углов, которые получаются при 
пересечении двух прямых, на 50° мень
ше другого. Найдите эти углы.
Найдите углы, которые получаются при 
пересечении двух прям ы х, если сумма 
трех из этих углов равна 270°.

Пункт 16
Докажите, что если три из четырех уг
лов, которые получаются при пересече
нии двух прямых, равны, то прямые пер
пендикулярны .
Как с помощью линейки проверить, яв
ляется ли прямым угол в чертежном 
угольнике (рис. 42)?

Рис. 4.4
Пункт 18
Чему равен угол между биссектрисой и стороной данного уг
ла, равного: 1) 30°; 2) 52°; 3) 172°?
Найдите угол, если его биссектриса образует со стороной угол, 
равный: 1) 60°; 2) 75°; 3) 89°.
Докажите, что биссектриса угла образует с его сторонами уг
лы не больше 90°.
Докажите, что если луч исходит из вершины угла и образует 
с его сторонами равные острые углы, то он является биссект
рисой угла.
Найдите угол между биссектрисами смежных углов. 
Докажите, что биссектрисы вертикальных углов лежат на од
ной прямой.
Найдите угол между биссектрисой и продолжением одной из 
сторон данного угла, равного: 1) 50°; 2) 90°; 3) 150°.

Пункт 19
2 2 . Из вершины О смежных углов АОВ  и СОВ проведен луч 02) в 

полуплоскость, где проходит общ ая сторона ОВ углов 
(рис. 43). Докажите, что луч 02) пересекает либо отрезок АВ, 
либо отрезок ВС. Какой из отрезков пересекает луч 02), если 
угол А02) меньше (больше) угла АО В? Объясните ответ.
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23. Из вершины развернутого угла (аах) в одну полуплоскость про
ведены лучи Ь и с. Чему равен угол (Ьс), если: 1) /.(аЪ) = 
= 50°, /.(ас) = 70°; 2) А (ахЬ) = 50°, ^(ос) = 70°; 3) /.(аЬ) = 
= 60°, А (ахс) = 30°?

24. Ий вершины развернутого угла (аа1) проведены лучи Ь и с в 
одну полуплоскость. Известно, что /.(аЬ) = 60°, а /.(ас) = 30°. 
Найдите углы (а 1Ь), (а 1с) и (Ьс).

25. От полупрямой А В  в разные полуплоскости отложены углы 
ВАС  и ВАЛ. Найдите угол С АО, если: 1) /.ВАС =  80°, /-ВАЛ  = 
= 170°; 2) АВАС  = 87°, /-ВАЛ  = 98°; 3) /-ВАС  = 140°, /-ВАЛ  = 
= 30°; 4) /-ВАС = 60°, /.В А Л  = 70°.

26. Даны три луча а , Ь, с с общей начальной точкой. Известно, 
что / .(аЬ) = /-(ас) = /-(Ьс) — 120°. 1) Проходит ли какой-ни
будь из этих лучей между сторонами угла, образованного дву
мя другими лучами? 2) Может ли прямая пересекать все три 
данных луча? Объясните ответ.

20 . Первый признак равенства 
треугольников
Теорема (признак равенства треугольни
ков по двум сторонам и углу между ни
ми)

Признаки равенства треугольников

Если две стороны и угол мезеду ними одного треугольни
ка равны соответственно двум сторонам и углу между ни
ми другого треугольника, то такие треугольники равны.

Доказательство.
Пусть у треугольников АВС  и А 1Б 1С1 

/-А  = /-А х, А В  = А хВ 1% АС  = А ХСХ (рис. 44). Дока-
жем, что треугольники равны.

Рис. 44



Пусть А 1В 2С2 — треугольник, равный 
треугольнику АБС, с вершиной В 2 на луче А 1В 1 и 
вершиной С2 в той же полуплоскости относительно 
прямой А 1Б 1, где лежит вершина Сг (рис. 45, а).

Так как  А 1В 1 = А 1В2, то вершина В 2 сов
падает с вершиной В 1 (рис. 45, б). Так как  А Б 1А 1С1=
= А Б 2А1С2, т о  луч А хС2 совпадает с лучом А гСг 
(рис. 45, в). Так как  А 1С1 =  А хС 2 у т о  вершина С2 сов
падает с вершиной С1 (рис. 45, г).

И так, треугольник А 1Б 1С1 совпадает с 
треугольником А 1Б 2С2, значит, равен треугольнику 
АВС. Теорема доказана.

Задача (1).
Отрезки АВ  и СБ пересекаются в точке 

О, которая является серединой каждого из них. Че- . 
му равен отрезок Б Б , если отрезок АС  = 10 м? 2

Решение.
Треугольники АОС  и Б О Б  равны по 

первому признаку равенства треугольников 
(рис. 46). У них углы АОС и Б О Б  равны как  вер
тикальны е, а ОА = ОБ и ОС = О Б потому, что 
точка О является серединой отрезков АБ и СБ. Из 
равенства треугольников АОС и БО Б следует равен
ство их сторон АС и Б Б . А так как по условию за
дачи АС = 10 м, то и Б Б  = 10 м.

21 . Использование аксиом ^
при доказательстве теорем
Как мы знаем, при доказательстве теорем 

разрешается пользоваться аксиомами и доказанны
ми ранее теоремами. Обычно в доказательстве ссы
лаются не на номер аксиомы по списку, а на ее со
держание. Именно таким образом мы поступали в 
доказательстве первого признака равенства тре- Рис> 45 
угольников (теорема 3.1). Разберем еще раз это до
казательство, указывая аксиомы, которые в нем ис
пользуются.

Доказательство начинается словами:
«Пусть А хВ 2С2 — треугольник, равный треугольни
ку АБС, с вершиной В 2 на луче А 1В 1 и вершиной С2 

в той же полуплоскости относительно прямой А 1Б 1, 
где лежит вершина С Т а к о й  треугольник, как  мы 
знаем, существует по аксиоме VIII. Рис. 46

П р и з н а к и  р а в е н с т в а  
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Далее утверждается совпадение вершин 
В 1 и В 2 на том основании, что А^В^ = А 1В 2. Здесь 
используется аксиома откладывания отрезков (ак
сиома VI).

Затем утверж дается совпадение лучей 
А хС2 и  А 1С1 на том основании, что А В 1А 1С1 =
= А В 2А 1С2. Здесь используется аксиома откладыва
ния углов (аксиома VII).

Наконец, утверждается совпадение вер
шин Сг и С2, так как  А 1С1 = А 2С2. Здесь снова ис
пользуется аксиома VI.

Мы видим, что данное доказательство те
оремы 3.1 опирается только на аксиомы.

22 . Второй признак равенства 
треугольников
Теорема (признак равенства треугольни
ков по стороне и прилежащ им к ней уг
лам)

Если сторона и прилежащие к ней углы одного тре
угольника равны соответственно стороне и приле
жащим к ней углам другого треугольника, то такие 
треугольники равны.

Доказательство.
Пусть АВС  и А 1В 1С1 — два треугольника, 

у которых А В  = А 1В 1, АА = АА1 и  АВ = АВ1 (рис. 47).
Докажем, что треугольники равны.

Пусть А хВ 2С2 — треугольник, равный 
треугольнику АВС, с вершиной В 2 на луче А 1В 1 и 
вершиной С2 в той же полуплоскости относительно 
прямой А 1В 1, где лежит вершина С1.

Так как  А 1В 2 = А 1В1, то вершина В 2 сов
падает с вершиной В ^

Так как  АВ 1А 1С2 = /-В^А^С^ и А А ^ С г  =
= АА1В 1С1, т о  луч А гС2 совпадает с лучом А гС19 а луч 
В 1С2 совпадает с лучом В 1С1. Отсюда следует, что 
вершина С2 совпадает с вершиной С

И так, треугольник А 1В 1С1 совпадает с 
треугольником А ХВ 2С2, а значит, равен треугольни
ку АВС. Теорема доказана.

С

Рис. 47
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23 . Равнобедренный треугольник
Треугольник назы вается равнобедрен

ным, если у него две стороны равны. Эти равные 
стороны называются боковыми сторонами, а третья 
сторона называется основанием треугольника.

На рисунке 48 изображен равнобедрен
ный треугольник АБС. У него боковые стороны АС  
и БС, а основание АВ.

А
Теорема (Свойство углов равнобедренного
треугольника) 1>ис- 48

В равнобедренном треугольнике углы при основа
нии равны.

Доказательство.
Пусть АВС  — равнобедренный треуголь

ник с основанием АВ  (рис. 48). Докажем, что у не
го АЛ  = А В .

Треугольник САВ равен треугольнику 
СВ А  по первому признаку равенства треугольников. 
Действительно,

СА = СБ, СБ = СА, АС = АС.
Из равенства треугольников следует, что 

АЛ = А В . Теорема доказана.
Треугольник, у которого все стороны рав

ны, называется равносторонним.
Задача (12).
Д окаж ите, что у равностороннего тре

угольника все углы равны.
Решение.
Пусть АБС — данный треугольник с рав

ными сторонами:
АБ = БС = СА (рис. 49).
Так как  АБ = БС, то этот треугольник 

равнобедренный с основанием АС. По теореме 3.3 
АС = А А .

Так как БС = СА, то треугольник АБС 
равнобедренный с основанием АБ. По теореме 3.3 
АЛ = А В . Таким образом,

АС = АЛ = А В , 
т.е. все углы треугольника равны.

В
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24 . Обратная теорема
Теорема (признак равнобедренного тре
угольника)

Я В Н Н Н Н Н 1 Н Н Н Н В М И М Н Е Я Н К  а  1 1

Если в треугольнике два угла равны, то он равно
бедренный.

Доказательство.
Пусть АВС  — треугольник, в котором 

А А  = А В  (рис. 50). Докажем, что он равнобедрен
ный с основанием А В .

Треугольник АВС  равен треугольнику 
ВАС по второму признаку равенства треугольников. 
Действительно, А В  = ВА, А В  = А А , АЛ  = А В . Из 
равенства треугольников следует, что АС  = ВС. Зна
чит, по определению треугольник АВС  равнобедрен
ный. Теорема доказана.

Теорема 3.4 называется обратной теореме 
3.3. Заключение теоремы 3.3 является условием те
оремы 3.4. А  условие теоремы 3.3 является заклю
чением теоремы 3.4. Пе всякая теорема имеет обрат
ную, т.е. если данная теорема верна, то обратная те
орема может быть неверна. Поясним это на приме
ре теоремы о вертикальных углах. Эту теорему мож
но сформулировать так: если два угла вертикаль
ные, то они равны. Обратная ей теорема была бы та
кой: если два угла равны, то они вертикальные.
А это, конечно, неверно. Два равных угла вовсе не 
обязаны быть вертикальными.

Задача (16).
Сформулируйте и докажите теорему, об

ратную утверждению задачи 1 2 .
Решение.
В задаче 12 условие состоит в том, что 

треугольник равносторонний, а заключение — в том, 
что все углы треугольника равны. Поэтому обратная 
теорема должна формулироваться так: если у треу
гольника все углы равны, то он равносторонний.

Докажем эту теорему. Пусть АВС  — тре
угольник с равными углами: А А  = А В  = АС. Так 
как  А А  = А В , то по теореме 3.4 АС = СВ. Так как 
А В  = АС, то по теореме 3.4 АС = А В . Таким обра
зом, А В  = АС  = СВ, т.е. все стороны треугольника 
равны. Значит, по определению треугольник АВС  
равносторонний. рис. 51

В

б)

в) В,

32 / к.гисс



25 . Высота, биссектриса и медиана 
треугольника
Высотой треугольника, опущенной из 

данной вершины, называется перпендикуляр, прове
денный из этой вершины к прямой, которая содер
ж ит противолежащую сторону треугольника.

На рисунке 51 вы видите три треуголь
ника, у которых проведены высоты из вершин В, В 1 
и В 2. На рисунке 51, а  основание высоты лежит на
стороне треугольника, на рисунке 51, б — на про
должении стороны треугольника, на рисунке 51, в 
— совпадает с точкой С2.

Биссектрисой треугольника, проведенной 
из данной вершины, называется отрезок биссектри
сы угла треугольника, соединяющий эту вершину с 
точкой на противолежащей стороне (рис. 52, а).

Медианой треугольника', проведенной из 
данной вершины, называется отрезок, соединяющий 
эту вершину с серединой противолежащей стороны 
треугольника (рис. 52, б).

а)

б)

В

В

26 . Свойство медианы
равнобедренного треугольника
Теорема (свойство медианы равнобедрен
ного треугольника)

В равнобедренном треугольнике медиана, проведен
н ая к основанию, является биссектрисой и высотой.

Доказательство.
Пусть АВС  — данный равнобедренный 

треугольник с основанием А В  и СВ  — медиана, про
веденная к основанию (рис. 53).

Треугольники САВ и СВВ  равны по пер
вому признаку равенства треугольников. (У них сто
роны АС  и ВС равны, потому что треугольник АВС  
равнобедренный. Углы САВ  и СВВ  равны как  углы 
при основании равнобедренного треугольника. Сто
роны А В  и В В  равны, потому что В  — середина от
резка АВ.)

Из равенства треугольников следует ра
венство углов: ААСВ  = А В С В , ААВС  = А  В ВС. Так 
как углы АСВ  и ВСВ  равны, то СВ — биссектриса. 
Так как углы АВС  и ВВС  смежные и равны, то они

В

Рис. 53

2 Геометрия. 7—9 кл.
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прямые, поэтому СП — высота треугольника. Теоре
ма доказана.

Задача (28).
Докажите, что биссектриса равнобедрен

ного треугольника, проведенная из вершины, проти
волежащей основанию, является медианой и высотой. 

Решение.
Пусть АВС — равнобедренный треуголь

ник с основанием А В  и СП — его биссектриса 
(рис. 54). Треугольники АСП и ВСП равны по пер
вому признаку. У них сторона СП общая, стороны 
АС  и ВС равны как боковые стороны равнобедрен
ного треугольника, а углы при вершине С равны, 
потому что СП — биссектриса. Из равенства тре
угольников следует равенство их сторон АП и ВП. 
Значит, СП — медиана треугольника АВС. А по 
свойству медианы равнобедренного треугольника 
она является и высотой.

27 . Третий признак равенства 
треугольников
Теорема (признак равенства треугольни
ков по трем сторонам)

3.6
Если три стороны одного треугольника равны соот
ветственно трем сторонам другого треугольника, то 
такие треугольники равны.

Доказательство.
Пусть АВС и А 1В 1С1 — два треугольника, 

у которых А В = А 1В1, А С =А 1С1, ВС = В 1С1 (рис. 55).
Требуется доказать, что треугольники равны.

Допустим, треугольники не равны. Тогда 
у них АА *= АА^ АВ ^  А В ^ АС  ^  АСг. Иначе они 
были бы равны по первому признаку.

Пусть А 1В 1С2 — треугольник, равный 
треугольнику АВС, у которого вершина С2 лежит в 
одной полуплоскости с вершиной Сг относительно 
прямой А 1В 1 ( с м . рис. 55).

Пусть П — середина отрезка СХС2. Тре
угольники А 1С1С2 и  В 1С1С2 равнобедренные с общим 
основанием СХС2. Поэтому их медианы АуБ  и В ХИ 
являю тся высотами. Значит, прямые АгП и В :П пер-

С

П

Рис. 54
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пендикулярны прямой СХС2. Прямые и не 
совпадают, так как  точки А 1у В 1у П не лежат на од
ной прямой. Но через точку П прямой С1С2 можно 
провести только одну перпендикулярную  ей п ря
мую. Мы пришли к противоречию. Теорема дока
зана.

Задача (29).
У треугольников АВС  и А 1В 1С1 А В  = 

= А-^В^ АС = А хС1у АС  = АСХ = 90°. Докажите, что 
ААВС = ЛА1В 1С1.

Решение.
Пусть АВС  и А 1В 1С1 — данные треуголь

ники (рис. 56). Построим треугольник СВВ, равный 
треугольнику СВА, и треугольник С1П 1В 1, равный 
треугольнику С1А 1В 1, как  показано на рисунке.

Треугольники АВВ и А 1В 1П 1 равны  по 
третьему признаку. У них АВ = А 1В 1 по условию за
дачи; АП = А ^ ! ,  так как  АС = АгСг; ВП = В ^ ^  
так как  ВП = АВ, В ^ !  = А 1В1. Из равенства тре
угольников АВП и А 1В 1П 1 следует равенство углов: 
АА = А А Х. Так как по условию А В  = А 1В 1, АС = 
= А хС1у а АА = А А Х по доказанному, то треугольни
ки АВС и А 1В 1С1 равны по первому признаку.

28 . Как готовиться по учебнику 
самостоятельно
Допустим, по какой-нибудь причине, на

пример по болезни, вы не были на уроке. Тогда ма
териал этого урока вам придется изучить самостоя
тельно по учебнику. Текст учебника надо читать не 
спеша, по предложениям, не переходя к следующе
му предложению, не поняв смысла предыдущего. 
Рассмотрим конкретный пример — доказательство 
третьего признака равенства треугольников. И так, 
читаем текст учебника:

«Если три стороны одного треугольника 
равны соответственно трем сторонам другого тре
угольника...»

Чтобы понять смысл этого предложения, 
надо знать, что такое треугольник, его стороны и ра
венство сторон. Вы все это знаете, поэтому смысл 
прочитанного предложения вам ясен. Читаем даль
ше: «...то такие треугольники равны».

Рис. 5.)
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Рис. 56
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Чтобы понять смысл этого предложения, 
надо знать, какие треугольники называются равны
ми. Но вы и это знаете.

Таким образом, смысл теоремы вам ясен. 
Читаем доказательство.

Доказательство.
«Пусть АВС  и А 1В 1С1 — два треугольни

ка, у которых А В  = А 1Б 1, АС — А 1С1, ВС = В 1С1 

(см. рис. 55). Требуется доказать, что треугольники 
равны».

Здесь все ясно. Обозначаются треуголь
ники, которые удовлетворяют условию теоремы и 
равенство которых надо доказать.

«Допустим, треугольники не равны».
Вы видите, что делается предположение, 

противоположное утверждению теоремы. Значит, в 
ходе дальнейшего рассуждения мы должны прийти 
к противоречию (доказательство от противного).

«Тогда у них А А  ^  А А Х, А В  *  А В Х,
АС *  АСХ. Иначе они были бы равны по первому 
признаку».

Вспомните первый признак равенства 
треугольников. Убедитесь в том, что если выполне
но хотя бы одно из равенств А А  =  А А Х, А В  = А В г, 
АС = = АСг, то треугольники АВС  и А 1В 1С1 равны, 
а это противоречит сделанному предположению.

«Пусть А 1В 1С2 — треугольник, равный 
треугольнику АВС, у которого вершина С2 лежит в 
одной полуплоскости с вершиной Сх относительно 
прямой А 1В 1 ( с м . рис. 55)».

Здесь все ясно. Этой фразой начиналось 
доказательство и первого и второго признаков.

«Пусть Б  — середина отрезка С1С2».
Вы знаете, что такое середина отрезка.
«Треугольники А 1С1С2 и В 1С1С2 равнобед

ренные с общим основанием СХС2».
Чтобы понять смысл этого утверждения, 

надо знать, какой треугольник называется равнобед
ренным и какая его сторона называется основанием.

«Поэтому их медианы А гБ  и В ХБ  являю т
ся высотами».

Смысл этого предложения вам ясен. Вы 
знаете, что такое медиана и высота, и знаете свой
ство медианы равнобедренного треугольника.
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«Значит, прямые А ХБ  и В ХБ  перпендику
лярны прямой С1С2». Ясно.

«Прямые Л 1В и  В хБ  не совпадают, так 
как точки А х, В 1у В  не лежат на одной прямой».

Ясно. Если бы точка В  леж ала на пря
мой А 1В1, т о  т о ч к и  Сх и  С2 были бы в разных полу
плоскостях относительно прямой А 1В1.

«Но через точку В  прямой СгС2 можно 
провести только одну перпендикулярную  ей п ря
мую». Ясно. Вы знаете такую теорему.

«Мы пришли к противоречию». Ясно.
«Теорема доказана».

1 .

2.
3.

5.
6.

8.
9.

10.
11 .

12.

Контрольные вопросы
Докажите первый признак равенства треугольников. Какие ак 
сиомы используются при доказательстве теоремы 3.1? 
Сформулируйте и докаж ите второй признак равенства тре
угольников.
Какой треугольник называется равнобедренным? Какие сторо
ны равнобедренного треугольника называются боковыми сторо
нами? К акая сторона называется основанием?
Докажите, что в равнобедренном треугольнике углы при осно
вании равны.
Какой треугольник называется равносторонним?
Докажите, что если в треугольнике два угла равны, то он рав
нобедренный.
Объясните, что такое обратная теорема. Приведите пример. 
Для всякой ли теоремы верна обратная?
Что такое высота треугольника?
Что такое биссектриса треугольника?
Что такое медиана треугольника?
Докажите, что в равнобедренном треугольнике медиана, про
веденная к основанию, является биссектрисой и высотой. 
Докажите третий признак равенства треугольников.
Задачи
Пункт 20
Отрезки А В  и СП пересекаются в точке 
О, которая является серединой каждого 
из них. Чему равен отрезок ВП, если от
резок АС = 10 м?
Через середину О отрезка А В  проведена 
прям ая, перпендикулярная прямой А В  
(рис. 57). Докажите, что каж дая точка X  
этой прямой одинаково удалена от точек 
А и В.

П р и .я ш к  и р аигнгт аи
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Б  А  Ч Б

Рис. 58 Рис. 59

3. На стороне А В  треугольника АВС  взята точка Б , а на стороне 
А 1Б 1 треугольника А 1В 1С1 взята точка Б ^  Известно, что тре
угольники АВС  и А 1Б 1С1 равны и отрезки Б Б  и Б ХБ Х равны. 
Докажите равенство треугольников АВС  и А 1Б 1С1.

4. Чтобы измерить на местности расстояние между двумя точка
ми А и Б , меж ду которыми нельзя пройти по прямой 
(рис. 58), выбирают такую точку С, из которой можно пройти 
и к точке А, и к  точке Б  и из которой видны обе эти точки. 
Провешивают1 расстояния АС и БС, продолжают их за точку 
С и отмеряют СБ = АС и БС = СБ. Тогда отрезок Б Б  равен 
искомому расстоянию. Объясните почему.

Пункт 22
5. Отрезки АБ и СБ пересекаются в точке О (рис. 59). Докаж и

те равенство треугольников АСО и ББО , если известно, что 
угол АСО равен углу Б Б О  и БО = СО.

6 . Отрезки АС и Б Б  пересекаются в точке О (рис. 60). Д окаж и
те равенство треугольников БАО и БСО, если известно, что 
угол БАО равен углу БСО и АО = СО.

7. Докажите равенство треугольников по медиане и углам, на ко
торые медиана разбивает угол треугольника.

8 . Чтобы измерить на местности расстояние между двумя точка
ми А и Б , из которых одна (точка А) недоступна, провешива
ют направление отрезка АБ (рис. 61) и на его продолжении от
меряют произвольный отрезок Б Б . Выбирают на местности точ
ку Б , из которой видна точка А и можно пройти к точкам Б  
и Б . Провешивают прямые Б Б ф  и Б Б Б  и отмеряют Б Б  = Б Б  
и Б<? = Б Б . Затем идут по прямой Р(2, глядя на точку А, по
ка не найдут точку Н , которая лежит на прямой А Б. Тогда НС? 
равно искомому расстоянию. Докажите.

1 Отмечают направление шестами-вехами.
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Рис. 61 Рис. 62  Рис. 66

Пункт 23
9. Периметр (сумма длин сторон) равнобедренного треугольника 

равен 1 м, а основание равно 0,4 м. Найдите длину боковой 
стороны.

10. Периметр равнобедренного треугольника равен 7,5 м, а боко
вая сторона равна 2 м. Найдите основание.

11. Периметр равнобедренного треугольника равен 15,6 м. Найди
те его стороны, если основание: 1 ) меньше боковой стороны на 
3 м; 2 ) больше боковой стороны на 3 м.

12. Докажите, что у равностороннего треугольника все углы рав
ны.

13. От вершины С равнобедренного треугольника АВС  с основани
ем А В  отложены равные отрезки: САг на стороне СА и СВХ на 
стороне СВ. Д окаж ите равенство треугольников: 1) САВг и 
СВА1; 2) А В В Х и ВААХ.

14. На основании АВ  равнобедренного треугольника АВС  даны точ
ки А х и В г. Известно, что А В Х = В А Х. Д окаж ите, что тре
угольники А В ХС и В А ХС равны.

15. Треугольники АССХ и ВССХ равны. Их вершины А и Б  лежат 
по разные стороны от прямой ССХ. Докажите, что треугольни
ки АВС  и АВСг равнобедренные (рис. 62).

Пункт 24
16. Сформулируйте и докажите теорему, обратную утверждению 

задачи 1 2 .
17. На сторонах АС  и ВС треугольника АВС  взяты точки Сг и С2. 

Докаж ите, что треугольник АВС  равнобедренный, если тре
угольники АВСг и ВАС2 равны (рис. 63).

18. 1) Докажите, что середины сторон равнобедренного треуголь
ника являю тся такж е вершинами равнобедренного треуголь
ника.

П р и .ш а к и  р ш и  ист ей  
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2) Докажите, что середины сторон равностороннего треуголь
ника являю тся такж е вершинами равностороннего треуголь
ника.

Пункт 25
19. 1) Начертите треугольник с острыми углами. С помощью чер

тежного угольника и линейки проведите в нем высоты. Повто
рите упражнение для треугольника, у которого один угол ту
пой.
2) Начертите треугольник. С помощью транспортира и линей
ки проведите в нем биссектрисы.
3) Начертите треугольник. С помощью линейки с делениями 
проведите в нем медианы.

Пункт 26
20. Докажите, что у равнобедренного треугольника: 1) биссектри

сы, проведенные из вершин при основании, равны; 2 ) медиа
ны, проведенные из тех же вершин, тоже равны.

21. Докажите, что у равных треугольников АБС и А 1Б 1С1: 1) ме
дианы, проведенные из вершин А  и А г, равны; 2) биссектри
сы, проведенные из вершин А  и А г, равны.

22. Точки А, Б , С, Б  лежат на одной прямой, причем отрезки АВ  
и СБ имеют общую середину. Докажите, что если треугольник 
А В Е  равнобедренный с основанием А В , то треугольник С ББ 
тоже равнобедренный с основанием СБ (рис. 64).

23. Докажите равенство треугольников по углу, биссектрисе этого 
угла и стороне, прилежащей к этому углу.

24. В равнобедренном треугольнике АВС  с основанием АС проведе
на медиана В М . На ней взята точка Б . Докажите равенство 
треугольников: 1) А Б Б  и СББ; 2) А М Б и СМ Б.

25. Докажите, что треугольник АБС равнобедренный, если у него: 
1) медиана Б Б  является высотой; 2) высота Б Б  является бис
сектрисой; 3) биссектриса Б Б  является медианой.

26. Даны два равнобедренных треугольника _ 
с общим основанием. Докажите, что их 
медианы, проведенные к основанию, ле
ж ат на одной прямой.

27. В равнобедренном треугольнике АБС с 
основанием АС проведена медиана Б Б .
Н айдите ее длину, если периметр тре
угольника АБС равен 50 м, а треугольни
ка А Б Б  — 40 м.

28. Докажите, что биссектриса равнобедрен
ного треугольника, проведенная из вер- С Б
ш ины, противолежащей основанию, яв- л и в
ляется медианой и ВЫСОТОЙ. Рис. 64
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Рис. 66

Пункт 27
У треугольников АВС  и А 1В 1С1 А В  =
= А |Я |, АС =А1С1, АС = АСХ = 90°. До
каж ите, что ААВС  = ДА1В 1С1.
Д окаж ите, что у равнобедренного тре
угольника высота, опущенная на основа
ние, является медианой и биссектрисой.
Треугольники АВС  и АВСг равнобедрен
ные с общим основанием А В . Докажите 
равенство треугольников АССХ и ВССХ.
Точки А, В, С, Б  лежат на одной прямой.
Докажите, что если треугольники А В Е г и 
А В Е 2 равны, то треугольники СБИ^ и 
С Б Б 2 тоже равны (рис. 65).
Два отрезка А В  и СБ пересекаются в точ
ке О, которая является серединой каж до
го из них. Д окаж ите равенство тре
угольников АСБ и ВБС.
Д окаж ите равенство треугольников по 
двум сторонам и медиане, проведенной к 
одной из них.
Отрезки АВ  и СБ пересекаются. Докажите, что если отрезки 
АС, СВ, В Б  и А Б  равны, то луч АВ является биссектрисой уг
ла САБ и луч СБ — биссектрисой угла АСВ  (рис. 6 6 ). 
Докажите, что в задаче 35 прямые А В  и СБ перпендикулярны. 
Треугольники АВС и БА Б равны, причем точки С и Б  лежат 
по разные стороны от прямой АБ (рис. 67). Докажите, что: 
1) треугольники С ББ и БАС равны; 2) прямая СБ делит отре
зок АБ пополам.
Равные отрезки А Б и С Б пересекаю тся в точке О так, 
что АО = ОБ. Докажите равенство треугольников АБС и БСБ. 
Докажите равенство треугольников по двум сторонам и меди
ане, исходящим из одной вершины (рис. 6 8 ).
Докажите равенство треугольников по стороне, медиане, прове
денной к этой стороне, и углам, образованными с ней медианой.

Рис. 68
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Сумма углов треугольника

29 . Параллельность прямых
Теорема

Рис. 69

Две прямые, параллельные третьей, параллельны.

Доказательство.
Пусть прямые а и Ь параллельны пря

мой с. Допустим, что прямые а и Ь не параллельны 
(рис. 69). Тогда они пересекаются в некоторой точ
ке С. Значит, через точку С проходят две прямые, 
параллельные прямой с. Но это невозможно, так 
как  через точку, не лежащую на данной прямой, 
можно провести не более одной прямой, параллель
ной данной. Теорема доказана.

Задача (4).
Прямые А В  и СО параллельны. Докаж и

те, что если отрезок ВС  пересекает прямую АВ, 
то точка пересечения принадлеж ит отрезку АО 
(рис. 70).

Решение.
Пусть X  — точка пересечения отрезка 

ВС с прямой АО. Проведем через нее прямую х , па
раллельную прямой А В . Она будет параллельна и 
прямой СВ. П рямая х  разбивает плоскость на две 
полуплоскости. Точки В и С лежат в разных полу
плоскостях, так как  отрезок ВС  пересекает прямую 
х  (в точке X). Точка А лежит в той же полуплоско
сти, что и В, а точка В  — в той же полуплоскости, 
что и С. Поэтому отрезок АО пересекает прямую х.
А точкой пересечения является точка X  отрезка ВС.

3 0 . Углы, образованные при пересече
нии двух прямых секущей
Пусть АВ и СВ — две прямые и АС — 

третья прям ая, пересекаю щ ая прямые АВ и СВ 
(рис. 71). П рямая АС по отношению к прямым АВ 
и СВ называется секущей.

Пары углов, которые образуются при пе
ресечении прямых АВ и СВ секущей АС, имеют спе
циальные названия. Если точки В и В  лежат в од
ной полуплоскости относительно прямой АС, то

Рис. 70
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нами А  и В  равны, то они совпадают с внутренни
ми накрест лежащ ими углами. Значит, прямая АСХ 
совпадает с прямой а, а прямая ВС1 совпадает с пря
мой Ь. Получается, что через точки С и Сх проходят 
две различные прямые а и Ь. А это невозможно. 
Значит, прямые а и Ь параллельны.

Если у прямых а и Ь и  секущей А В  сум
ма внутренних односторонних углов равна 180°, то, 
как мы знаем, внутренние накрест лежащ ие углы 
равны. Значит, по доказанному выше прямые а и Ь 
параллельны. Теорема доказана.

Из теоремы 4.2 следует, что
две прямые, перпендикулярные третьей, параллельны.

Если у пары внутренних накрест леж а
щ их углов один угол заменить вертикальным ему, 
то получится пара углов, которые называются соот
ветственными углами данных прямых с секущей.

Углы 1 и 2 на рисунке 74 внутренние на
крест лежащ ие, а углы 1  и 3 соответственные.

Из равенства внутренних накрест леж а
щих углов следует равенство соответственных углов, 
и наоборот. Отсюда получается признак параллель
ности прямых по соответственным углам. Именно:
прямые
равны.

параллельны , если соответственные углы

Задача (8 ).
Даны прямая А В  и точка С, не лежащ ая 

на этой прямой. Докажите, что через точку С мож
но провести прямую, параллельную прямой АВ.

Решение.
П рямая АС  разбивает плоскость на две 

полуплоскости (рис. 75). Точка В  лежит в одной из 
них. Отложим от полупрямой СА в другую полупло
скость угол АСП, равный углу САВ. Тогда прямые 
А В  и СО будут параллельны. В самом деле, для этих 
прямых и секущей АС  углы ВАС  и ПСА внутренние 
накрест лежащ ие. А так как они равны, то прямые 
А В  и СП параллельны.

Сопоставляя утверждение задачи 8  и ак 
сиомы IX (основного свойства параллельных пря
мых), приходим к важному выводу:

через точку, не лежащую на данной прямой, можно 
провести параллельную ей прямую, и только одну.

Рис. 73
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32 . Свойство углов, образованных 
при пересечении параллельных 
прямых секущей 
Теорема (обратная теореме 4.2)

Если две параллельные прямые пересечены третьей
прямой, то внутренние накрест лежащие углы равны,
а сумма внутренних односторонних углов равна 180°.

Доказательство.
Пусть а и Ь — параллельные прямые и 

с — прямая, пересекающая их в точках А и Б . Про
ведем через точку А  прямую а1 так, чтобы внутрен
ние накрест лежащ ие углы, образованные секущей 
с с прямыми ах и Ь, были равны (рис. 76).

По признаку параллельности прямы х 
прямые а1 и Ь параллельны. А так как через точку 
А  проходит только одна прямая, параллельная пря
мой Ь, то прямая а совпадает с прямой ах.

Значит, внутренние накрест лежащ ие уг
лы, образованные секущей с параллельными прямы
ми а и Ь, равны. Теорема доказана.

Из свойства углов, образованных при пе
ресечении параллельных прямых секущей, следует:
если прямая перпендикулярна одной из параллель
ных прямых, то она перпендикулярна и другой.

Задача (13).
Прямые АС  и Б Б  параллельны, причем 

точки А  и Б  лежат по разные стороны от секущей 
ВС  (рис. 77). Докажите, что: 1) углы Б Б С  и АСВ  
внутренние накрест лежащие относительно секущей 
ВС; 2) луч ВС проходит между сторонами угла А ББ;
3) углы САВ и ББА  внутренние односторонние отно
сительно секущей АВ.

Решение.
1) Углы Б Б С  и АСВ  внутренние накрест 

лежащие потому, что точки А  и Б  лежат по разные 
стороны от секущей ВС. 2) Луч ВС проходит между 
сторонами угла А Б Б  потому, что он пересекает от
резок А Б  с концами на сторонах угла (задача 4).
3) Углы САБ и ББА  внутренние односторонние по
тому, что точки С и Б  лежат по одну сторону от се
кущ ей А Б, а именно в полуплоскости, где леж ит 
точка X  пересечения отрезков ВС  и А Б.

С ум ма углов
т реугольни ка



3 3 . Сумма углов треугольника
Теорема

Сумма углов треугольника равна 180°.

Доказательство.
Пусть АВС  — данный треугольник. Про

ведем через вершину В  прямую, параллельную пря
мой АС. Отметим на ней точку П так, чтобы точки 
А  и леж али  по разные стороны от прямой ВС 
(рис. 78).

Углы ПВС и АС В  равны как  внутренние 
накрест лежащ ие, образованные секущей ВС с па
раллельными АС  и ВП. Поэтому сумма углов тре
угольника при вершинах В и С равна углу АВП.

А сумма всех трех углов треугольника 
равна сумме углов АВП и ВАС. Так как  эти углы 
внутренние односторонние для параллельных пря
мых АС  и ВП и секущей АВ, то их сумма равна 
180°. Теорема доказана.

Из теоремы 4.4 следует, что
у любого треугольника хотя бы два угла острые.

Действительно, допустим, что у треуголь
ника только один острый угол или вообще нет ост
рых углов. Тогда у этого треугольника есть два уг
ла, каждый из которых не меньше 90°. Сумма этих 
двух углов уже не меньше 180°. А это невозможно, 
так как  сумма всех углов треугольника равна 180°. 
Что и требовалось доказать.

Задача (30).
Чему равны углы равностороннего тре

угольника?
Решение.
У равностороннего треугольника, как мы 

знаем, все углы равны. Так как  они в сумме дают 
180°, то каж дый из них равен 60°.

34 . Внешние углы треугольника
Внешним углом треугольника при дан

ной вершине называется угол, смежный с углом тре
угольника при этой вершине (рис. 79).

Чтобы не путать угол треугольника при 
данной вершине с внешним углом при этой же вер
шине, его иногда называют внутренним углом.
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Теорема
4.5

Внешний угол треугольника равен сумме
тренних углов, не смежных с ним.
Доказательство.
Пусть АВС  — данный треугольник 

(рис. 80). По теореме о сумме углов треугольника
А А  + А В  + АС  = 180°.
Отсюда следует, что
А А  + А В  = 180° -  АС.
В правой части этого равенства стоит гра

дусная мера внешнего угла треугольника при вер
шине С. Теорема доказана.

Из теоремы 4.5 следует, что
внешний угол треугольника больше любого внутрен
него угла, не смежного с ним.

Задача (35).
В треугольнике АВС  проведена высота 

СП. К акая из трех точек А, В, П лежит между дву
мя другими точками, если углы А  и В  треугольни
ка острые?

Решение.
Точка В  не может лежать между точка

ми А  и П. Если бы она лежала между точками А  и 
П (рис. 81), то острый угол АВС  как  внешний угол 
треугольника СВП был бы больше прямого угла 
СПБ. Точно так же доказывается, что и точка А  не 
может лежать между точками В  и П. Значит, точка 
П лежит между точками А  и В.

35 . Прямоугольный треугольник
Треугольник называется прямоугольным, 

если у него есть прямой угол.
Так как  сумма углов треугольника равна 

180°, то у прямоугольного треугольника только один 
прямой угол. Два других угла прямоугольного тре
угольника острые. Сумма острых углов прямоуголь
ного треугольника равна 180° -  90° = 90°.

Сторона прямоугольного треугольника, 
противолежащая прямому углу, называется гипоте
нузой, две другие стороны называю тся катетам и  
(рис. 82).
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Отметим следующий признак равенства 
прямоугольных треугольников по гипотенузе и к а 
тету:
Если гипотенуза и катет одного прямоугольного тре
угольника соответственно равны гипотенузе и кате
ту другого треугольника, то такие треугольники 
равны (рис. 83).

Доказательство этого признака дано в ви
де решения задачи 29 к § 3.

Задача (43).
Д окаж ите, что в прямоугольном тре

угольнике с углом 30° катет, противолежащий это
му углу, равен половине гипотенузы.

Решение.
Пусть АВС  — прямоугольный треуголь

ник с прямы м углом С и углом В у равным 30°
(рис. 84). Построим треугольник ПБС, равный тре
угольнику АВС у как  показано на рисунке 84.

У треугольника АВП все углы равны 
(60°), поэтому он равносторонний. Так как

АС  = “ А О , а АО = АВ, то АС = \ а В  .
Что и требовалось1 доказать.

3 6 . Существование и единственность 
перпендикуляра к прямой 
Теорема

Из любой точки, не леж ащ ей на данной прямой, 
можно опустить на эту прямую  перпендикуляр, 
и только один._____________________________________

Доказательство.
Пусть а — данная прямая и А — не ле

ж ащ ая на ней точка (рис. 85). Проведем через ка
кую-нибудь точку прямой а перпендикулярную пря
мую. А теперь проведем через точку А парал
лельную ей прямую Ь. Она будет перпендикулярна 
прямой а у так как  прямая а, будучи перпендикуляр
ной одной из параллельных прямых, перпендику
лярна и другой.

Отрезок АВ прямой Ь и есть перпендику
ляр, проведенный из точки А к прямой а.

В

Рис. 83

В

А С Б
Рис. 84
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Докажем единственность перпендикуля
ра АВ. Допустим, существует другой перпендику
ляр АС. Тогда у треугольника АВС  будут два пря
мых угла. Л  это, как мы знаем, невозможно. Тео
рема доказана.

Д лина перпендикуляра, опущенного из 
данной точки на прямую, называется расстоянием 
от точки до прямой.

Задача (50).
Докажите, что расстояния от любых двух 

точек прямой до параллельной прямой равны.
Решение.
Пусть а и Ь — параллельные прямые и 

А, А х — любые точки на прямой а (рис. 8 6 ). Опус
тим из точки А х перпендикуляр А 1Б 1 на прямую Ь. 
Отложим из точки В х на прямой Ь отрезок В ХВ, рав
ный отрезку А А Х, так, чтобы точки А , и В были по 
разные стороны прямой А В Х.Тогда треугольники 
А В ХА Х и В ХА В  равны по первому признаку. У них 
сторона А В Х общая, А А Х = В В Х по построению, а уг
лы В 1А А 1 и  А В хВ  равны как внутренние накрест ле
жащ ие при параллельных а и Ь с секущей А В Х.

Из равенства треугольников следует, что 
А В  есть перпендикуляр к прямой Ь и А В  = А 1Б 1, что 
и требовалось доказать.

К ак видим, расстояния от всех точек 
прямой до параллельной прямой равны. Поэтому го
ворят, что параллельные прямые равноотстоящие.

Расстоянием между параллельными пря
мыми называется расстояние от какой-нибудь точки 
одной прямой до другой прямой.

37 . Из истории возникновения 
геометрии
Первоначальные сведения о свойствах ге

ометрических фигур люди получили, наблюдая ок
ружающ ий мир и в результате практической дея
тельности. Со временем ученые заметили, что 
некоторые свойства геометрических фигур можно 
вывести из других свойств путем рассуждения. Так 
возникли теоремы и доказательства.

Появилось естественное желание по воз
можности сократить число тех свойств геометричес
ких фигур, которые берутся непосредственно из
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опыта. Утверждения оставшихся без доказательств 
свойств стали аксиомами. Таким образом, аксиомы 
имеют опытное происхождение.

Геометрия в ранний период своего разви
тия достигла особенно высокого уровня в Египте. 
В I тыс. до н. э. геометрические сведения от егип
тян перешли к грекам. За период с VII по III в. 
до н. э. греческие геометры не только обогатили ге
ометрию многочисленными новыми теоремами, но 
сделали такж е серьезные шаги к строгому ее обос
нованию. Многовековая работа греческих геометров 
за этот период была подытожена Евклидом (330— 
275 гг. до н.э.) в его знаменитом труде «Начала».

Изложение геометрии в «Началах» Евк
лида построено на системе аксиом. Эта система ак
сиом отличается от системы аксиом, принятой в 
данном учебнике. Но в ней такж е есть аксиома па
раллельных.

Аксиома параллельных в отличие от дру
гих аксиом не подкрепляется наглядными соображе
ниями. Может быть, поэтому со времен Евклида ма
тематики многих стран пытались доказать ее как  
теорему. Но это никому не удавалось. Наконец, в 
XIX в. было доказано, что это невозможно сделать. 
Первым, кто обоснованно высказал это утвержде
ние, был великий русский математик Николай Ива
нович Лобачевский.

Н. И. Лобачевский — 
русский математик 
(1792—1856)

Контрольные вопросы
1. Докажите, что две прямые, параллельные третьей, параллель

ны.
2. Объясните, какие углы называются внутренними односторон

ними. Какие углы называются внутренними накрест лежащ и
ми?

3. Докажите, что если внутренние накрест лежащ ие углы одной 
пары равны, то внутренние накрест лежащие углы другой па
ры тоже равны, а сумма внутренних односторонних углов каж 
дой пары равна 180°.

4. Докажите признак параллельности прямых.
5. Объясните, какие углы называются соответственными. Дока

жите, что если внутренние накрест лежащ ие углы равны, то 
соответственные углы тоже равны, и наоборот.

6 . Докажите, что через точку, не лежащую на данной прямой, 
можно провести параллельную ей прямую. Сколько прямых, 
параллельных данной, можно провести через точку, не леж а
щую на этой прямой?



7. Докажите, что если две параллельные прямые пересекаются 
третьей прямой, то внутренние накрест лежащ ие углы равны, 
а сумма внутренних односторонних углов равна 180°.

8 . Докажите, что две прямые, перпендикулярные третьей, парал
лельны. Если прямая перпендикулярна одной из двух парал
лельных прямых, то она перпендикулярна и другой.

9. Докажите, что сумма углов треугольника равна 180°.
10. Докажите, что у любого треугольника по крайней мере два уг

ла острые.
11. Что такое внешний угол треугольника?
12. Докажите, что внешний угол треугольника равен сумме двух 

внутренних углов, не смежных с ним.
13. Докажите, что внешний угол треугольника больше любого вну

треннего угла, не смежного с ним.
14. Какой треугольник называется прямоугольным?
15. Чему равна сумма острых углов прямоугольного треугольника?
16. К акая сторона прямоугольного треугольника называется гипо

тенузой? Какие стороны называются катетами?
17. Сформулируйте признак равенства прямоугольных треугольни

ков по гипотенузе и катету.
18. Докажите, что из любой точки, не лежащ ей на данной пря

мой, можно опустить на эту прямую перпендикуляр, и только 
один.

19. Что называется расстоянием от точки до прямой?
20. Объясните, что такое расстояние между параллельными пря

мыми.

Задачи
Пункт 29

1. Докажите, что если некоторая прямая пересекает одну из двух 
параллельных прямых, то она пересекает и другую.

2. Докажите, что если две прямые пересекаются, то любая тре
тья прямая пересекает по крайней мере одну из этих прямых.

3. Дано: а || Ь II с II <1. Докажите, что а || й. А
4. Прямые АВ и СП параллельны. Докаж и

те, что если отрезок ВС  пересекает пря
мую АО, то точка пересечения принадле
ж ит отрезку АО (см. рис. 70).

Пункт 30
5. Дан треугольник АВС. На стороне А В  от

мечена точка а на стороне АС — точ
ка С1 (рис. 87). Назовите внутренние од
носторонние и внутренние накрест 
лежащие углы при прямых АВ, АС и се
кущей В ХСХ. Рис_ 87

51 С ум м а углов
т реугольни ка



6 . Назовите внутренние накрест лежащ ие и внутренние односто
ронние углы на рисунке 72.

7. Отрезки АО и ВС пересекаются. Для прямых АС  и ВО и секу
щей ВС  назовите пару внутренних накрест лежащ их углов. 
Для тех же прямых и секущей А В  назовите пару внутренних 
односторонних углов. Объясните ответ.

Пункт 31
8 . Даны прямая А В  и точка С, не леж ащ ая на этой прямой. До

каж ите, что через точку С можно провести прямую, парал
лельную прямой АВ.

9. Докажите, что биссектрисы внутренних накрест лежащ их уг
лов, образованных параллельными и секущей, параллельны, 
т.е. лежат на параллельных прямых.

10. Отрезки А В  и СП пересекаются в точке Е  и делятся этой точ
кой пополам. Докажите, что прямые АС  и ВП параллельны.

11. Треугольники АВС и ВАЛ равны. Точки С и П лежат по раз
ные стороны от прямой АВ. Докажите, что прямые АС и В Л 
параллельны.

Пункт 32
12. Угол АВС равен 80°, а угол ВСЛ равен 120°. Могут ли прямые 

АВ и СЛ быть параллельными? Обоснуйте ответ.
13. Прямые АС и ВЛ параллельны, причем точки А и Л лежат по 

разные стороны от секущей ВС (рис. 77). Докажите, что: 1) уг
лы ЛВС и АСВ внутренние накрест лежащ ие относительно се
кущей ВС; 2) луч ВС проходит между сторонами угла АВЛ;
3) углы САВ и ЛВА внутренние односторонние относительно 
секущей АВ.

14. 1) Разность двух внутренних односторонних углов при двух па
раллельных прямых и секущей равна 30°. Найдите эти углы.
2) Сумма двух внутренних накрест лежащ их углов при двух 
параллельных прямых и секущей равна 150°. Чему равны эти 
углы?

15. Один из углов, которые получаются при пересечении двух па
раллельных прямых секущей, равен 72°. Найдите остальные 
семь углов.

16. Один из углов, которые получаются при пересечении двух па
раллельных прямых секущей, равен 30°. Может ли один из ос
тальных семи углов равняться 70°? Объясните ответ.

17. Докажите, что две прямые, параллельные перпендикулярным 
прямым, сами перпендикулярны.

Пункт 33
18. Найдите неизвестный угол треугольника, если у него два угла 

равны: 1) 50° и 30°; 2) 40° и 75°; 3) 65° и 80°; 4) 25° и 120°.
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19. Найдите углы треугольника, если они пропорциональны чис
лам: 1) 1, 2, 3; 2) 2, 3, 4; 3) 3, 4, 5; 4) 4, 5, 6 ; 5) 5, 6 , 7.

20. Может ли в треугольнике быть: 1) два тупых угла; 2) тупой и 
прямой углы; 3) два прямых угла?

21. Может ли быть тупым угол при основании равнобедренного 
треугольника?

22. Найдите угол между боковыми сторонами равнобедренного тре
угольника, если угол при основании равен: 1) 40°; 2) 55°;
3) 72°.

23. Найдите угол при основании равнобедренного треугольника, ес
ли угол между боковыми сторонами равен: 1) 80°; 2) 120°; 3) 30°.

24. Один из углов равнобедренного треугольника равен 100°. Най
дите остальные углы.

25. Один из углов равнобедренного треугольника равен 70°. Най
дите остальные углы. Сколько решений имеет задача?

26. Докажите, что если один из углов равнобедренного треуголь
ника равен 60°, то этот треугольник равносторонний.

27. В равнобедренном треугольнике АВС  с основанием АС  проведе
на биссектриса СВ. Найдите углы треугольника АВС, если 
угол АВС равен: 1) 60°; 2) 75°; 3) а .

28. В равнобедренном треугольнике АВС  с 
основанием АС и углом при вершине В, 
равным 36°, проведена биссектриса АВ.
Докажите, что треугольники СВА и АВВ 
равнобедренные (рис. 8 8 ).

29. В треугольнике АВС проведены биссект
рисы из вершин А и В. Точка их пересе
чения обозначена В. Найдите угол АВВ, 
если: 1) АЛ = 50°, АВ = 100°; 2) АЛ =
= а , АВ = Р; 3) /.С  =  130°; 4) А<С = у.

30. Чему равны углы равностороннего тре
угольника?

31. Под каким углом пересекаются биссект
рисы двух внутренних односторонних уг
лов при параллельных прямых? Рис. 88

Пункт 34
32. Один из внешних углов равнобедренного треугольника равен 

70°. Найдите углы треугольника.
33. Найдите углы треугольника, зная, что внешние углы при двух 

его вершинах равны 120° и 150°.
34. Два внешних угла треугольника равны 100° и 150°. Найдите 

третий внешний угол.
35. В треугольнике АВС проведена высота СВ. К акая из трех то

чек А, В, В  леж ит между двумя другими, если углы А и В 
треугольника острые?
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36. В треугольнике АВС проведена высота Б  
СБ. К акая из трех точек А, В, В  лежит 
между двумя другими, если угол А  ту
пой? Обоснуйте ответ.

37. Докажите, что биссектриса внешнего уг
ла при верш ине равнобедренного тре
угольника параллельна основанию.

38. Сумма внешних углов треугольника АВС  
при вершинах А  и  В , взятых по одному Е 
для каждой вершины, равна 240°. Чему Нис. 8У
равен угол С треугольника?

39. Дан треугольник АВС. На продолжении стороны АС  отложены 
отрезки А Б  =  А В  и СЕ = СВ (рис. 89). Как найти углы тре
угольника Б В Е , зная углы треугольника АВС ?

40. У треугольника один из внутренних углов равен 30°, а один 
из внешних — 40°. Найдите остальные внутренние углы тре
угольника.

Пункт 35
41. Из вершины прямого угла треугольника АВС  проведена высо

та В Б . Найдите угол С В Б , зная, что: 1) АА =20°; 2) АА = 
= 65°; 3) АА = а .

42. Из вершины тупого угла В  треугольника АВС  проведена высо
та В Б . Найдите углы треугольников А В Б  и С ВБ , зная, что 
АА = а , АВ = р.

43. Докажите, что в прямоугольном треугольнике с углом 30° ка
тет, противолежащий этому углу, равен половине гипотенузы.

44. Найдите углы прямоугольного равнобедренного треугольника.
45. В равностороннем треугольнике АВС  проведена медиана А Б . 

Найдите углы треугольника А В Б .
46. Высоты треугольника АВС, проведенные из вершин А и С, пе

ресекаю тся в точке М . Найдите ААЛ/С, если А А = 70°, 
АС = 80°.

47. В треугольнике АВС медиана В Б  равна половине стороны АС. 
Найдите угол В треугольника.

Пункт 36
48. Прямая а пересекает отрезок ВС в середине. Докажите, что точ

ки В и С находятся на одинаковом расстоянии от прямой а.
49. Отрезок ВС пересекает прямую а в точке О. Расстояния от то

чек В и С до прямой а равны. Докажите, что точка О являет
ся серединой отрезка ВС.

50. Докажите, что расстояния от любых двух точек прямой до па
раллельной прямой равны.

51. Д окаж ите, что расстояния от вершин равностороннего тре
угольника до прямых, содержащих противолежащие им сторо
ны, равны.
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Геометрические построения

3 8. Окружность
Окружностью называется фигура, кото

рая состоит из всех точек плоскости, равноудален
ных от данной точки. Эта точка называется центром 
окружности.

Расстояние от точек окружности до ее 
центра называется радиусом окружности. Радиусом 
называется такж е любой отрезок, соединяющий точ
ку окружности с ее центром (рис. 90).

Отрезок, соединяющий две точки окруж 
ности, называется хордой. Хорда, проходящая через 
центр, называется диаметром. На рисунке 91 ВС  — 
хорда, АО — диаметр.

Задача (3).
Докажите, что диаметр окружности, про

ходящ ий через середину хорды, перпендикулярен 
хорде.

Решение.
Пусть А В  — хорда окружности и С — ее 

середина (рис. 92).
Треугольник АОВ  равнобедренный с ос

нованием А В . У него стороны О А  и ОВ равны как 
радиусы окружности.

По свойству медианы равнобедренного 
треугольника, проведенной к основанию, отрезок ОС 
является высотой.

Поэтому диаметр окружности, проведен
ный через середину хорды, перпендикулярен хорде.

39 . Окружность, описанная около 
треугольника
Окружность называется описанной око

ло треугольника, если она проходит через все его 
вершины.

Теорема

Центр окружности, описанной около треугольника, 
является  точкой пересечения перпендикуляров к 
сторонам треугольника, проведенных через середи
ны этих сторон.

Г  соме три чес кие  
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Доказательство.
Пусть АВС  — данный треугольник и О — 

центр описанной около него окружности (рис. 93). 
Треугольник АОС равнобедренный: у него стороны 
О А  и ОС равны как  радиусы. Медиана ОП этого тре
угольника одновременно является его высотой. По
этому центр окружности лежит на прямой, перпен
дикулярной стороне АС  и проходящ ей через ее 
середину. Точно так ж е доказывается, что центр ок
ружности леж ит на перпендикулярах к двум другим 
сторонам треугольника. Теорема доказана.

Замечание.
Прямую, проходящую через середину от

резка перпендикулярно к нему, часто называют се
рединным перпендикуляром. В связи с этим иногда 
говорят, что центр окружности, описанной около 
треугольника, леж ит на пересечении серединных 
перпендикуляров к сторонам треугольника.

Задача (6 ).
Докаж ите, что серединные перпендику

ляры к двум сторонам треугольника пересекаются.
Решение.
Пусть АВС  — треугольник и а, Ь — се

рединные перпендикуляры к его сторонам АС  и ВС 
(рис. 94). Допустим, прямые а  и & не пересекаются, 
а значит, параллельны. П рямая АС  перпендикуляр
на прямой а. П рямая ВС перпендикулярна прямой 
Ь, а значит, и прямой а, так как прямые а и Ь па
раллельны.

Таким образом, обе прямые АС  и ВС пер
пендикулярны прямой а, а значит, параллельны. Но 
это неверно. Прямые АС  и ВС пересекаются в точке 
С. Мы пришли к противоречию. Утверждение дока
зано.

Рис. 94

4 0 . Касательная к окружности
П рямая, проходящая через точку окруж 

ности перпендикулярно к радиусу, проведенному в 
эту точку, называется касательной. При этом дан
ная точка окружности называется точкой касания.

На рисунке 95 прямая а проведена через 
точку окружности А  перпендикулярно к радиусу ОА. 
П рямая а является касательной к окружности. Точ
ка А  является точкой касания. Можно сказать так
же, что окружность касается прямой а в точке А.
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Задача (8).
Докажите, что касательная к окружнос

ти не имеет с ней других общих точек, кроме точ
ки касания.

Решение.
Пусть а — касательная к окружности в 

точке А (рис. 96). Допустим, касательная и окруж 
ность имеют, кроме точки А, общую точку В, отлич
ную от А. Треугольник АОВ  равнобедренный с осно
ванием АВ. У него боковые стороны О А  и ОВ — 
радиусы окружности. Так к ак  у равнобедренного 
треугольника углы при основании равны, а угол при 
вершине А прямой, то у этого треугольника два пря
мых угла. А это невозможно. Мы пришли к  проти
воречию. Утверждение доказано.

Две окружности, имеющие общую точку, 
касаются в этой точке, если они имеют в этой точ
ке общую касательную (рис. 97). Касание окружнос
тей называется внутренним, если центры окружнос
тей лежат по одну сторону от их общей касательной 
(рис. 97, а). Касание окружностей называется внеш
ним, если центры окружностей лежат по разные сто
роны от их общей касательной (рис. 97, б).

4 1 . Окружность, вписанная 
в треугольник
Окружность называется вписанной в тре

угольник, если она касается всех его сторон.
Теорема

Рис. 96

Центр окружности, вписанной в треугольник, явля
ется точкой пересечения его биссектрис.

Доказательство.
Пусть АВС — данный треугольник, О — 

центр вписанной в него окружности, В , В и В — 
точки касания окружности со сторонами (рис. 98). 
Прямоугольные треугольники АОВ и АОЕ  равны по 
гипотенузе и катету. У них гипотенуза АО  общая, а 
катеты ОВ и ОЕ равны как радиусы. Из равенства 
треугольников следует равенство углов ОАВ и ОАЕ.
А это значит, что точка О лежит на биссектрисе тре
угольника, проведенной из вершины А. Точно так 
же доказывается, что точка О лежит на двух других 
биссектрисах треугольника. Теорема доказана. Рис. 98
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4 2 . Что такое задачи на построение
В задачах на построение идет речь о по

строении геометрической фигуры с помощью дан
ных чертежных инструментов. Такими инструмента
ми чащ е всего являю тся линейка и циркуль. 
Решение задачи состоит не столько в построении фи
гуры, сколько в решении вопроса о том, как  это сде
лать, и соответствующем доказательстве. Задача 
считается решенной, если указан способ построения 
фигуры и доказано, что в результате выполнения 
указанны х построений действительно получается 
фигура с требуемыми свойствами.

С помощью линейки к ак  инструмента 
геометрических построений можно провести произ
вольную прямую; произвольную прямую, проходя
щую через данную точку; прямую, проходящую че
рез две данные точки. Н икаких других операций 
выполнять линейкой нельзя. В частности, нельзя от
кладывать линейкой отрезки, даже если на ней име
ются деления.

Циркуль как  инструмент геометрических 
построений позволяет описать из данного центра ок
ружность данного радиуса. В частности, циркулем 
можно отложить данный отрезок на данной прямой 
от данной точки. Рассмотрим простейшие задачи на 
построение.

4 3 . Построение треугольника 
с данными сторонами
Задача 5.1.
Построить треугольник с данными сторо

нами а, Ь, с (рис. 99, а).
Решение.
С помощью линейки проводим произ

вольную прямую и отмечаем на ней произвольную 
точку В  (рис. 99, б). Раствором циркуля, равным а, 
описываем окружность с центром В  и радиусом а. 
Пусть С — точка ее пересечения с прямой.

Теперь раствором циркуля, равным с, 
описываем окружность из центра В, а раствором 
циркуля, равным Ь, описываем окружность из цен
тра С. Пусть А  — точка пересечения этих окружно
стей. Проведем отрезки А В  и АС.

Треугольник АВС  имеет стороны, равные
а, Ь, с.

а)
а
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4 4 . Построение угла, равного данному
Задача 5.2.
Отложить от данной полупрямой в дан

ную полуплоскость угол, равный данному углу.
Решение.
Проведем произвольную окруж ность с 

центром в вершине А данного угла (рис. 100, а). 
Пусть В и С — точки пересечения окружности со 
сторонами угла. Радиусом А В  проведем окружность 
с центром в точке О — начальной точке данной по
лупрямой (рис. 100, б). Точку пересечения этой ок
ружности с данной полупрямой обозначим В 1. Опи
шем окружность с центром В г и радиусом ВС. Точка 
С1 пересечения построенных окружностей в указан
ной полуплоскости лежит на стороне искомого угла.

Для доказательства достаточно заметить, 
что треугольники АВС  и ОВ1С1 равны как  треуголь
ники с соответственно равными сторонами. Углы А  
и О являю тся соответствующими углами этих тре
угольников.

4 5 . Построение биссектрисы угла
Задача 5.3.
Построить биссектрису данного угла.
Решение.
Из вершины А  данного угла как  из цен

тра описываем окружность произвольного радиуса 
(рис. 101). Пусть В и С — точки ее пересечения со 
сторонами угла. Из точек В и С тем же радиусом 
описываем окружности. Пусть В  — точка их пере
сечения, отличная от А. Проводим полупрямую АО.

Луч АО является биссектрисой, так как 
делит угол ВАС пополам. Это следует из равенства 
треугольников АВО и АСО, у которых углы ОАВ и 
ВАС являются соответствующими.

4 6 . Деление отрезка пополам
Задача 5.4.
Разделить отрезок пополам.
Решение.
Пусть АВ — данный отрезок (рис. 102). 

Из точек А и В радиусом АВ описываем окружнос
ти. Пусть С и Сх — точки пересечения этих окруж 
ностей. Они лежат в разных полуплоскостях относи
тельно прямой АВ. Отрезок СС1 пересекает прямую



А В  в некоторой точке О. Эта точка есть середина от
резка АВ.

Действительно, треугольники САС1 и 
СВС1 равны по третьему признаку равенства тре
угольников. Отсюда следует равенство углов АСО и 
ВСО. Треугольники АСО и ВСО равны по первому 
признаку равенства треугольников. Стороны АО  и 
ВО этих треугольников являю тся соответствующи
ми, а поэтому они равны. Таким образом, О — се
редина отрезка АВ.

4 7 . Построение перпендикулярной 
прямой
Задача 5.5.
Через данную точку О провести прямую, 

перпендикулярную данной прямой а.
Решение.
Возможны два случая: 1) точка О лежит 

на прямой а; 2) точка О не лежит на прямой а.
Рассмотрим первый случай (рис. 103).
Из точки О проводим произвольным ра

диусом окружность. Она пересекает прямую а в двух 
точках: А  и В. Из точек А  и В  проводим окружнос
ти радиусом АВ. Пусть С — точка их пересечения. 
Искомая прямая проходит через точки О и С.

П ерпендикулярность прямы х ОС и АВ  
следует из равенства углов при вершине О треуголь
ников АСО и ВСО. Эти треугольники равны по тре
тьему признаку равенства треугольников.

Рассмотрим второй случай (рис. 104).
Из точки О проводим окружность, пере

секающую прямую а. Пусть А  и  В  — точки ее пе
ресечения с прямой а. Из точек А  и  В  тем ж е ради
усом проводим окружности. Пусть Ог — точка их 
пересечения, леж ащ ая в полуплоскости, отличной 
от той, в которой лежит точка О. Искомая прямая 
проходит через точки О и Ог. Докажем это.

Обозначим через С точку пересечения 
прямых А В  и ООг. Треугольники АОВ  и АО гВ  рав
ны по третьему признаку. Поэтому угол ОАС равен 
углу ОхАС. А тогда треугольники ОАС и ОгАС  рав
ны по первому признаку. Значит, их углы АСО и 
А С 0 1 равны. А так как они смежные, то они пря
мые. Таким образом, ОС — перпендикуляр, опущен
ный из точки О на прямую а.

Рис. 103

Рис. 104
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4 8 . Геометрическое место точек
Одним из методов решения задач на по

строение является метод геометрических мест.
Геометрическим местом точек называет

ся фигура, которая состоит из всех точек плоскости, 
обладающих определенным свойством.

Н апример, окружность можно опреде
лить как  геометрическое место точек, равноудален
ных от данной точки. Важное геометрическое место 
точек дает следующая теорема:

Теорема
5.3

Геометрическое место точек, равноудаленны х от 
двух данных точек, есть прям ая, перпендикулярная 
к отрезку, соединяющему эти точки, и проходящ ая 
через его середину.
Доказательство.
Пусть А и В — данные точки, а — пря

мая, проходящая через середину О отрезка А В  пер
пендикулярно к нему (рис. 105). Докажем, что:

1 ) каж дая точка прямой а равноудалена 
от точек А  и  В; 2) каж дая точка I) плоскости, рав
ноудаленная от точек А  к  В, лежит на прямой а.

То, что каж дая точка С прямой а нахо
дится на одинаковом расстоянии от точек А  и В , 
следует из равенства треугольников АОС  и ВОС.
У этих треугольников углы при вершине О прямые, 
сторона ОС общая, а АО  = ОВ, так как  О — сере
дина отрезка АВ.

Покажем теперь, что каждая точка 2) пло
скости, равноудаленная от точек А и В, лежит на 
прямой а. Рассмотрим треугольник А В В . Он равнобе
дренный, так как АО = ДО. В нем ДО — медиана.
По свойству равнобедренного треугольника медиана, 
проведенная к основанию, является высотой. Значит, 
точка О лежит на прямой а. Теорема доказана.

4 9 . Метод геометрических мест
Сущность метода геометрических мест, 

используемого при решении задач на построение, со
стоит в следующем. Пусть, реш ая задачу на постро
ение, нам надо найти точку X , удовлетворяющую 
двум условиям. Геометрическое место точек, удовле
творяющих первому условию, есть некоторая фигу-

Рис. 105
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Рис. 106

ра Р1У а геометрическое место точек, удовлетворяю
щ их второму условию, есть некоторая фигура Р2.
Искомая точка X  принадлежит Р х и Р2, т. е. явля
ется их точкой пересечения. Если эти геометричес
кие места простые (скажем, состоят из прямых и 
окружностей), то мы можем их построить и найти 
интересующую нас точку X .  Приведем пример.

Задача (43).
Даны три точки: А, В, С. Постройте точ

ку X , которая одинаково удалена от точек А и В и 
находится на данном расстоянии от точки С.

Решение.
Искомая точка X  удовлетворяет двум ус

ловиям: 1) она одинаково удалена от точек А  к  В;
2) она находится на данном расстоянии от точки С.
Геометрическое место точек, удовлетворяющих пер
вому условию, есть прям ая, перпендикулярная 
отрезку А В  и проходящ ая через его середину 
(рис. 106). Геометрическое место точек, удовлетво
ряющих второму условию, есть окружность данного 
радиуса с центром в точке С. Искомая точка X  ле
ж ит на пересечении этих геометрических мест.

Контрольные вопросы
1. Что такое окружность, центр окружности, радиус?
2. Что такое хорда окружности? К акая хорда называется диаме

тром?
3. К акая  окруж ность назы вается описанной около треуголь

ника?
4. Докажите, что центр окружности, описанной около треуголь

ника, лежит на пересечении серединных перпендикуляров к 
сторонам треугольника.

5. К акая прямая называется касательной к окружности?
6 . Что значит: окружности касаются в данной точке?
7. Какое касание окружностей называется внешним, какое — 

внутренним?
8 . К акая окружность называется вписанной в треугольник?
9. Докажите, что центр окружности, вписанной в треугольник, 

лежит на пересечении его биссектрис.
10. Объясните, как построить треугольник по трем сторонам.
11. Объясните, как  отложить от данной полупрямой в данную по

луплоскость угол, равный данному углу.
12. Объясните, как  разделить данный угол пополам.
13. Объясните, как  разделить отрезок пополам.
14. Объясните, как  через данную точку провести прямую, перпен

дикулярную данной прямой.
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15. Что представляет собой геометрическое 
место точек, равноудаленных от двух 
данных точек?

Задачи
Пункт 38

1. Докажите, что любой луч, исходящий из 
центра окружности, пересекает окруж 
ность в одной точке.

2. Докажите, что прямая, проходящая че
рез центр окруж ности, пересекает ок
ружность в двух точках.

3. Докажите, что диаметр окружности, про
ходящий через середину хорды, перпендикулярен хорде.

4. Сформулируйте и докажите теорему, обратную утверждению 
задачи 3.

5. 1) Из точки данной окружности проведены диаметр и хорда, 
равная радиусу. Найдите угол между ними (рис. 107).
2) Из точки данной окружности проведены две хорды, равные 
радиусу. Найдите угол между ними.

Пункт 39
6 . Докажите, что серединные перпендикуляры к двум сторонам 

треугольника пересекаются.
7. Д окаж ите, что около любого треугольника можно описать 

окружность, и только одну.

Пункт 40
8 . 1) М ожет ли окруж ность касаться прямой в двух точках? 

Объясните ответ. 2) Докажите, что касательная к окружности 
не имеет с ней других общих точек, кроме точки касания.

9. Какие углы образует хорда АВ, равная радиусу окружности, с 
касательной в точке А?

10. Найдите углы, под которыми пересекаются прямые, касающи
еся окружности в концах хорды, равной радиусу.

11. Окружности с радиусами 30 см и 40 см касаются. Найдите рас
стояние между центрами окружностей в случаях внешнего и 
внутреннего касаний.

12. Могут ли касаться две окружности, если их радиусы равны 
25 см и 50 см, а расстояние между центрами 60 см?

13. 1) Точки А, В, С лежат на прямой, а точка О — вне прямой.
Могут ли два треугольника АОВ  и ВОС быть равнобедренны
ми с основаниями АВ и ВС? Обоснуйте ответ.
2) Могут ли окружность и прямая пересекаться более чем в 
двух точках?

14. 1 ) Окружности с центрами О и О! пересекаются в точках А и
В. Докажите, что прямая АВ перпендикулярна прямой ООг.

1>\и. 107



15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
22.

2) Докажите, что две окружности не мо
гут пересекаться более чем в двух точ
ках.
1) Через точку А  окружности с центром 
О проведена прямая, не касающ аяся ок
ружности. ОВ — перпендикуляр, опу
щенный на прямую. На продолжении от
резка А В  отложен отрезок ВС = А В . 
Докажите, что точка С лежит на окруж
ности.
2) Докаж ите, что если прямая имеет с 
окружностью только одну общую точку, 
то она является касательной к окружно
сти в этой точке.
3) Докаж ите, что если две окружности 
имеют только одну общую точку, то они 
касаются в этой точке.
1) Из одной точки проведены две каса
тельные к окружности (рис. 108). Дока
ж ите, что отрезки касательны х М Р  и 
М($ равны.
2) Докажите, что через одну точку не мо
жет проходить больше двух касательных 
к окружности.

Рис. 109Пункт 41
Одна окружность описана около равностороннего треугольни
ка, а другая вписана в него. Докажите, что центры этих ок
ружностей совпадают.
Окружность, вписанная в треугольник АВС, касается его сто
рон в точках А1? В1? Сг (рис. 109). Докажите, что

Агл _  А В + А С -В С  
1 2 ‘

Докажите, что в любой треугольник можно вписать окруж 
ность, и только одну.

Пункт 43
Постройте треугольник по трем сторонам а, Ь и с:
1) а = 2 см, Ъ = 3 см, с = 4 см;
2) а = 3 см, Ь = 4 см, с = 5 см;
3) а = 4 см, Ь = 5 см, с = 6 см.
Постройте окружность данного радиуса, проходящую через две
данные точки.
Постройте треугольник по двум сторонам и радиусу описанной 
окружности.
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Пункт 44
23. Постройте треугольник АВС  по следую

щим данным:
1 ) по двум сторонам и углу между ними:
а) А В  = 5 см, АС  = 6  см, АЛ  = 40°;
б) А В  = 3 см, ВС = 5 см, А В  = 70°;
2 ) по стороне и прилежащ им к ней уг
лам: а) А В  = 6  см, АЛ  = 30°, А В  = 50°;
б) А В  = 4 см, АЛ = 45°, А В  = 60°.

24. Постройте треугольник по двум сторонам 
и углу, противолежащ ему большей из 
них: 1) а = 6  см, Ь = 4 см, а  = 70°;
2) а = 4 см, Ь = 6  см, Р = 100°.

25. Постройте равнобедренный треугольник 
по боковой стороне и углу при основании.

Пункт 45
26. Постройте окружность, вписанную в данный треугольник.
27. Разделите угол на четыре равные части.
28. Постройте углы 60° и 30°.

Пункт 46
29. Дан треугольник. Постройте его медианы.
30. Постройте треугольник по двум сторонам и медиане, проведен

ной к одной из них.
31. Постройте треугольник по стороне, медиане, проведенной к 

этой стороне, и радиусу описанной окружности.
32. Постройте треугольник по двум сторонам и медиане, проведен

ной к третьей стороне (рис. 1 1 0 ).

Пункт 47
33. Дан треугольник. Постройте его высоты.
34. Постройте окружность, описанную около данного треуголь

ника.
35. Постройте прямоугольный треугольник по гипотенузе и кате

ту.
36. Постройте равнобедренный треугольник по боковой стороне и 

высоте, опущенной на основание.
37. Постройте треугольник по двум сторонам и высоте, опущенной 

на третью сторону.
38. Постройте треугольник по двум сторонам и высоте, опущенной 

на одну из них.
39. Постройте треугольник по стороне и проведенным к ней меди

ане и высоте.

3 Геометрия, 7—9 ил. Геометрические
построения



40. Постройте равнобедренный треугольник 
по основанию и радиусу описанной ок
ружности.

Пункт 48
41. Докажите, что геометрическое место то

чек, удаленных от данной прямой на рас
стояние Л, состоит из двух прямых, па
раллельных данной и отстоящих от нее 
на Н.

42. На данной прямой найдите точку, кото
рая находится на данном расстоянии от 
другой данной прямой.

Пункт 49
43. Даны три точки: А, В, С. Постройте точ

ку X, которая одинаково удалена от то
чек А и В и находится на данном рассто
янии от точки С.

44. На данной прямой найдите точку, равно
удаленную от двух данных точек.

45. Даны четыре точки: А, В, С, В . Найдите 
точку X, которая одинаково удалена от 
точек А и В и одинаково удалена от то
чек С и В.

46. Постройте треугольник, если заданы сто
рона, прилежащ ий к ней угол и сумма 
двух других сторон (рис. 1 1 1 ).

47. Постройте треугольник, если заданы сто
рона, прилежащ ий к ней угол и разность 
двух других сторон.

48. Постройте прямоугольный треугольник 
по катету и сумме другого катета и гипо
тенузы.

49. 1) Из точки А к окружности с центром О 
и радиусом В проведена касательная 
(рис. 112). Докажите, что точка С каса
ния лежит на основании равнобедренно
го треугольника ОАВ, у которого О А  = 
=  АВ, ОВ = 2К.
2) Проведите касательную к окружности, 
проходящую через данную точку вне ок
ружности.

50. Проведите общую касательную  к двум 
данным окружностям (рис. 113).

51. Докажите, что прямые, содержащие вы
соты треугольника, пересекаются в одной 
точке.

66
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Четырехугольники

5 0 . Определение четырехугольника
Четырехугольником называется фигура, 

которая состоит из четырех точек и четырех после
довательно соединяющих их отрезков. При этом ни
какие три из данных точек не должны лежать на 
одной прямой, а соединяющие их отрезки не долж
ны пересекаться. Данные точки называются верш и
нами четырехугольника, а соединяющие их отрез
ки — сторонами четырехугольника.

Четырехугольник называется вписанным, 
если все его вершины лежат на некоторой окруж 
ности, и описанным, если все его стороны касаются 
некоторой окружности.

Задача (1).
На рис. 114—116 представлены 3 фигу

ры, каж дая из которых состоит из 4 точек и 4 по
следовательно соединяющих их отрезков. К акая из 
этих фигур является четырехугольником?

Решение.
Четырехугольником является только фи

гура на рис. 116, так как у фигуры на рис. 114 точ
ки А, Ву С лежат на одной прямой, а у фигуры на 
рис. 115 отрезки ВС и АО пересекаются.

Вершины четырехугольника называются 
соседними, если они являются концами одной из его 
сторон. Вершины, не являющиеся соседними, назы
ваются противолежащ ими. Отрезки, соединяющие 
противолежащие вершины четырехугольника, назы
ваются диагоналями.

Рис. 115
В
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Рис. 117

В

У четырехугольника на рис. 117 диагона
лями являются отрезки АС  и В Б .

Стороны четы рехугольника, исходящ ие 
из одной вершины, называются соседними сторона
ми. Стороны, не имеющие общего конца, называют
ся противолежащими сторонами.

У четырехугольника на рис. 117 проти
волежащими являю тся стороны А В  и СБ, ВС и АО.

Четырехугольник обозначается указанием 
его вершин. Например, четырехугольник на рис. 117 
обозначается АВСБ. В обозначении четырехугольни
ка рядом стоящие вершины должны быть соседни
ми. Ч еты рехугольник АВСБ на рис. 117 можно 
такж е обозначить ВС Б  А  или БСВА. Но нельзя обо
значить АВБС (В  и Б  — не соседние вершины).

Сумма длин всех сторон четырехугольни
ка называется периметром.

5 1 . Параллелограмм
П араллелограм м  — это четы рехуголь

ник, у которого противолежащ ие стороны парал
лельны, т. е. леж ат на параллельны х прямы х 
(рис. 118).

Теорема

Если диагонали четырехугольника пересекаются и 
точкой пересечения делятся пополам, то этот четы
рехугольник — параллелограмм.
Доказательство.
Пусть АВСБ — данный четы рехуголь

ник и О — точка пересечения его диагоналей 
(рис. 119). Треугольники АОБ и СОВ равны. У них 
углы при вершине О равны как  вертикальные, а 
ОБ = ОВ и ОА = ОС по условию теоремы.

Значит, углы ОВС и ОБА равны, а они 
являются внутренними накрест лежащ ими для пря
мых А Б и ВС и секущей В Б. По признаку парал
лельности прямых прямые А Б и ВС  параллельны.
Так же доказывается параллельность прямых А В  и 
СБ с помощью равенства треугольников АОВ  и СОБ.

Так как  противолежащие стороны четы
рехугольника параллельны, то по определению этот 
четырехугольник — параллелограмм. Теорема дока
зана. Рис. 119

Рис. 118



52 . Свойство диагоналей 
параллелограмма
Теорема (обратная теореме 6.1)

6.2
Диагонали параллелограм м а пересекаю тся и точ 
кой пересечения делятся пополам.

Доказательство.
Пусть АВС В  — данный параллелограмм 

(рис. 120). Проведем его диагональ ДО. Отметим на 
ней середину О и на продолжении отрезка АО  отло
жим отрезок ОС1? равный АО.

По теореме 6.1 четырехугольник АВСХВ  
есть параллелограмм. Следовательно, прям ая ВСХ 
параллельна А В . Но через точку В  можно провести 
только одну прямую, параллельную  А В . Значит, 
прямая ВСг совпадает с прямой ВС.

Точно так же доказывается, что прямая 
ВСХ совпадает с прямой ВС.

Значит, точка Сг совпадает с точкой С. 
Параллелограмм АВС В  совпадает с параллелограм
мом АВСгВ . Поэтому его диагонали пересекаются и 
точкой пересечения делятся пополам. Теорема дока
зана.

Задача (6 ).
Через точку пересечения диагоналей па

раллелограмма проведена прямая. Докажите, что от
резок ее, заключенный между параллельными сто
ронами, делится этой точкой пополам.

Решение.
Пусть АВСВ  — данный параллелограмм 

и ЕР  — прямая, пересекающая параллельные сторо
ны А В  и ВС (рис. 121).

Треугольники ОАЕ и ОСЕ равны по вто
рому признаку. У них стороны ОА и ОС равны, так 
как О — середина диагонали АС.

Углы при верш ине О равны как  вер
тикальные, а углы ЕЛО и ЕСО равны как  внутрен
ние накрест лежащ ие при параллельных АД, ВС и 
секущей АС.

Из равенства треугольников следует ра
венство сторон: ОЕ =  ОД, что и требовалось дока
зать.

Рис. 120

д

69 Ч ет ы р е  х  у  гол ьн и к  и



5 3 . Свойство противолежащих сторон 
и углов параллелограмма
Теорема

Рис. 122

У параллелограмма противолежащие стороны рав
ны, противолежащие углы равны.

Доказательство.
Пусть АВСП — данный параллелограмм 

(рис. 122). Проведем диагонали параллелограмма. 
Пусть О — точка их пересечения.

Равенство противолежащих сторон АВ и 
СП следует из равенства треугольников АОВ  и СОП. 
У них углы при вершине О равны как вертикаль
ные, а ОА = ОС и ОВ = ОП по свойству диагоналей 
параллелограмма.

Точно так ж е из равенства тре
угольников АОП и СОВ следует равенство другой па
ры противолежащих сторон — АП и ВС.

Равенство противолежащих углов АВС  и 
СПА следует из равенства треугольников АВС  и СПА 
(по трем сторонам). У них А В  = СП и ВС = ПА по 
доказанному, а сторона АС общая. Точно так же ра
венство противолежащих углов ПСП и ПАВ следует 
из равенства треугольников ПСП и ПАВ. Теорема до
казана полностью.

Задача (18).
Докажите, что если у четырехугольника 

две стороны параллельны и равны, то он является 
параллелограммом.

Решение.
Пусть АВСП — данный четы рехуголь

ник, у которого стороны АВ и СП параллельны и 
равны (рис. 123).

Проведем через вершину В прямую Ь, па
раллельную стороне АП. Эта прямая пересекает луч 
ПС в некоторой точке Сх. Четырехугольник АВСХБ  
есть параллелограмм. Так как у параллелограмма 
противолежащие стороны равны, то СХБ  = А В . А по 
условию АВ = СП. Значит, ПС = БС Х. Отсюда сле
дует, что точки С и С! совпадают.

Таким образом, четырехугольник АВС Б  
совпадает с параллелограммом А В ^ П , а значит, яв
ляется параллелограммом.

Рис. 123
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5 4 . Прямоугольник
Прямоугольник — это параллелограмм, у 

которого все углы прямые (рис. 124).
Теорема

Диагонали прямоугольника равны.

Доказательство.
Пусть АВСЯ — данный прямоугольник 

(рис. 125). Утверждение теоремы следует из равен
ства прямоугольных треугольников ВАЛ  и СВ А . У 
них углы В АВ  и СВА  прямые, катет АО общий, а 
катеты А В  и СВ равны как противолежащие сторо
ны параллелограмма. Из равенства треугольников 
следует, что их гипотенузы равны. А гипотенузы 
есть диагонали прямоугольника. Теорема доказана.

Задача (24).
Докажите, что если у параллелограмма 

все углы равны, то он является прямоугольником.
Решение.
Углы параллелограмма, прилеж ащ ие к 

одной стороне, являю тся внутренними односторон
ними (рис. 126), поэтому их сумма равна 180°. Так 
как по условию задачи эти углы равны, то каждый 
из них прямой. А параллелограмм, у которого все 
углы прямые, есть прямоугольник.

5 5 . Ромб
Ромб — это параллелограмм, у которого 

все стороны равны (рис. 127).
Теорема

Диагонали ромба пересекаются под прямым углом. 
Диагонали ромба являю тся биссектрисами его уг
лов.

Чет ырехцгп.чьн и ни



Доказательство.
Пусть АВС П — данный ромб (см. 

рис. 127), О — точка пересечения его диагоналей. 
По свойству параллелограмма АО  =  ОС. Значит, в 
треугольнике АВС  отрезок ВО  является медианой. 
Так как  АВСП — ромб, то А В  = ВС  и треугольник 
АВС  равнобедренный.

По свойству равнобедренного треугольни
ка медиана, проведенная к его основанию, является 
биссектрисой и высотой. А это значит, что диаго
наль ВП является биссектрисой угла В  и перпенди
кулярна диагонали АС. Теорема доказана.

Задача (33).
Докажите, что если у параллелограмма 

диагонали перпендикулярны, то он является ромбом.
Решение.
Пусть АВСП — параллелограмм с пер

пендикулярными диагоналями и О — точка пересе
чения диагоналей (рис. 128).

Треугольники АОВ  и АОП равны по пер
вому признаку равенства треугольников. У них уг
лы при вершине О по условию прямые, сторона АО 
общая, а О В  = ОП по свойству диагоналей парал
лелограмма.

Из равенства треугольников следует ра
венство сторон АВ = АП. А по свойству противоле
жащ их сторон параллелограмма АП = ВС, АВ = СП.

Итак, все стороны параллелограмма рав
ны, а значит, он является ромбом.

5 6 . Квадрат
Квадрат — это прямоугольник, у которо

го все стороны равны (рис. 129).
Так как стороны квадрата равны, то он 

является такж е ромбом. Поэтому квадрат обладает 
свойствами прямоугольника и ромба:

1. У квадрата все углы прямые.
2. Диагонали квадрата равны.
3. Диагонали квадрата пересекаются под прямым 
углом и являю тся биссектрисами его углов.

Задача (40).
Д окаж ите, что если диагонали прямо

угольника пересекаются под прямым углом, то он 
является квадратом.

П

Рис. 127

Рис. 128

Рис. 129
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Решение.
Так как прямоугольник есть параллело

грамм, а параллелограмм с перпендикулярными диа
гоналями есть ромб (задача 33), то у рассматривае
мого прямоугольника все стороны равны (рис. 130). 
По определению такой прямоугольник есть квадрат.

5 7 . Теорема Фалеса 
Теорема (Фалеса)

Если параллельные прямые, пересекающие стороны 
угла, отсекают на одной его стороне равные отрез
ки, то они отсекают равные отрезки и на другой его 
стороне.

Доказательство.
Пусть Ах, А2, А 3 — точки пересечения па

раллельных прямых с одной из сторон угла и А 2 ле
ж ит между А х и А3 (рис. 131). Пусть В 1У В2, В 3 — 
соответствующие точки пересечения этих прямых с 
другой стороной угла. Докаж ем, что если А 1А 2 =
= А2А3, то В^В2 — В 2В 3.

Проведем через точку В 2 прямую ЕР, па
раллельную прямой А ХА 3. По свойству параллело
грамма АуА2 = ЕВ2, А2А3 = В 2Е. И так как А 1А 2 =
= А2А3, то РВ2 = В 2Е.

Треугольники В 2В ХЕ  и В 2В 3Е  равны по 
второму признаку. У них В 2Р = В 2Е  по доказанно
му. Углы при вершине В 2 равны как  вертикальные, 
а углы В 2Р В 1 и  В 2Е В 3 равны как  внутренние на
крест лежащ ие при параллельных А 1В 1 и А 3В 3 и се
кущей ЕЕ.

Из равенства треугольников следует ра
венство сторон: В 1В2 = В 2В 3. Теорема доказана.

Замечание.
В условии теоремы Фалеса вместо сторон 

угла можно взять любые две прямые, при этом за
ключение теоремы будет то же:

параллельные прямые, пересекающие две данные 
прямые и отсекающие на одной прямой равные от
резки, отсекают равные отрезки и на другой прямой.

Фалес Милетский
древнегреческий
ученый
(VI в. до н. э.).
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Иногда теорема Фалеса будет применять
ся и в такой форме.

Задача (48).
Разделите данный отрезок АВ на п  рав

ных частей.
Решение.
Проведем из точки А  полупрямую а, не 

лежащую на прямой А В  (рис. 132). Отложим на по
лупрямой а равные отрезки: А А г, А 1А 2у А^А^у ..., 
А п1Ап. Соединим точки А п и В. Проведем через точ
ки А Ху А 2у ..., А п_х прямые, параллельные прямой 
А пВ. Они пересекают отрезок АВ в точках В 1У В2, ..., 
В п~ 1 » которые делят отрезок А В  на п  равных отрез
ков (по теореме Фалеса).

5 8 . Средняя линия треугольника
Средней линией треугольника называет

ся отрезок, соединяющий середины двух его сторон.
Теорема

Средняя линия треугольника, соединяющая середи
ны двух данных сторон, параллельна третьей сторо
не и равна ее половине.
Доказательство.
Пусть Б Е  — средняя линия треугольни

ка АВС  (рис. 133). Проведем через точку Б  прямую, 
параллельную стороне А В . По теореме Фалеса она 
пересекает отрезок АС  в его середине, т. е. содержит 
среднюю линию Б Е . Значит, средняя линия Б Е  па
раллельна стороне АВ.

Проведем теперь среднюю линию Б Е.
Она параллельна стороне АС. Четы рехугольник 
А Е Б Е  — параллелограмм. По свойству паралле
лограмма Е Б  = АЕу а так как  АЕ  = ЕВ  по теореме 
Фалеса, то

Е Б  = \  АВ .
Теорема доказана.
Задача (55).
Д окаж ите, что середины сторон четы 

рехугольника являются вершинами параллелограмма.
Решение.
Пусть АВС Б  — данный четырехугольник 

и Еу Еу Су Н  — середины его сторон (рис. 134). От

Рис. 133
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резок ЕР  — средняя линия треугольника АВС. По
этому ЕР  || АС. Отрезок ОН  — средняя линия треу
гольника АБС . Поэтому ОН  II АС. И так, ЕР  || СН, 
т. е. противолежащие стороны ЕР  и СН  четырех
угольника ЕРСН  параллельны. Точно так же дока
зывается параллельность другой пары противолежа
щ их сторон. Значит, четырехугольник ЕРСН  — па
раллелограмм .

5 9 . Трапеция
Трапецией называется четырехугольник, 

у которого только две противолежащие стороны па
раллельны. Эти параллельные стороны называются 
основаниями трапеции. Две другие стороны называ
ются боковыми сторонами.

Н а рисунке 135 вы видите трапецию 
АВСП с основаниями А В  и СП и боковыми сторона
ми ВС и АП.

Трапеция, у которой боковые стороны 
равны, называется равнобокой. Отрезок, соединяю
щий середины боковых сторон, называется средней 
линией трапеции.

Теорема

Рис. 134

Средняя линия трапеции параллельна основаниям 
и равна их полусумме.

Доказательство.
Пусть АВСП — данная трапеция 

(рис. 136). Проведем через вершину В  и середину Р 
боковой стороны СП прямую. Она пересекает пря
мую АП в некоторой точке Е.

Треугольники РВС и Р Е Б  равны по вто
рому признаку равенства треугольников. У них СР = 
= Б Р  по построению, углы при вершине Р  равны



как вертикальные, а углы РСВ и РВЕ  равны как 
внутренние накрест леж ащ ие при параллельны х 
прямых ВС и АП и секущей СО. Из равенства тре
угольников следует равенство сторон: РВ = РЕ>
ВС = Е В .

Значит, средняя линия Р(5 трапеции яв
ляется средней линией треугольника АВЕ. По свой
ству средней линии треугольника РЯ  II А Е  и отрезок

= у  АЕ = у  (АП + ВС).

Теорема доказана.
Задача (60).
Докажите, что у равнобокой трапеции уг

лы при основании равны.
Решение.
Пусть АВСО — равнобокая трапеция 

(рис. 137). Докажем, что углы трапеции при осно
вании СП равны.

Проведем через вершину В прямую, па
раллельную стороне АП. Она пересечет луч ПС в не
которой точке Е. Четырехугольник А В Е  В  — парал
лелограмм. По свойству параллелограмма ВЕ  = АП.
По условию АП = ВС (трапеция равнобокая), значит, 
треугольник ВСЕ  равнобедренный с основанием ЕС.
Углы треугольника и трапеции при вершине С сов
падают, а углы при вершинах Е  и П равны как  со
ответственные углы при пересечении параллельных 
прямых секущей. Поэтому ААВС  = АВС В. Утверж
дение доказано.

Теорема о пропорциональных 
отрезках
Теорема

П араллельные прямые, пересекающие стороны угла,
отсекают от сторон угла пропорциональные отрезки.

Доказательство.
Пусть стороны угла А пересекаются па

раллельными прямыми в точках В, С и Вх, С1 соот
ветственно (рис. 138). Теоремой утверждается, что 

АС. АВ.
АС =  АВ ( * )

6.9

А В

Рис. 137
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Докажем сначала равенство (*) в случае, 
когда существует такой отрезок длины 8, который 
укладывается целое число раз и на отрезке АС, и на 
отрезке АСХ. Пусть АС = пб, АС1 = тЪ и п > т. Ра
зобьем отрезок АС  на п  равных частей (длины 8).
При этом точка Сх будет одной из точек деления.
Проведем через точки деления прямые, параллель
ные прямой ВС. По теореме Фалеса эти прямые раз
бивают отрезок А В  на равные отрезки некоторой Рис 138 
длины 8Х. Имеем:

А В  = п81у А В 1 = т$1.
Мы видим, что

АС^ т А В 2 т
И

Значит,
АС п АВ п

АСг АВг
АС АВ  ’

что и требовалось доказать.
Докажем теорему в общем случае (не для

запоминания). Допустим, что , например,

АСг а в х 
ч т о  а с  >  а в  *

Отложим на луче АС  отрезок
АСАС2 = — ^ ' А В 1, (рис. 139). При этом АС2 < АСг. Ра-1̂ П

зобьем отрезок АС  на большое число п  равных час
тей и проведем через точки деления прямые, парал
лельные ВС.

При достаточно большом п  на отрезке 
С1С2 будут точки деления. Обозначим одну из них 
через У, а соответствующую точку на отрезке А В 1 
черех X . По доказанному

АУ А Х  
АС ~  АВ  •

Заменим в этом равенстве величину АУ  
меньшей величиной АС2, а величину А Х  большей ве
личиной А В Х. Получим:

АСп АВ1 
<  1

Рис. 139

АС АВ
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АС
Отсюда АС2 < • А В г.

АС
Но АС2 — • АВХ. Мы приш ли к противоречию.

Теорема доказана.

61 Построение четвертого 
пропорционального отрезка 
Задача 6.1.
Даны отрезки а , Ь и с. Построить от-

Ьс
резок х  = ~ .

Решение.
Строим любой неразвернутый угол с вер

шиной О (рис. 140). Откладываем на одной стороне 
угла отрезки ОА = а и ОВ = Ь, а на другой стороне 
отрезок ОС = с. Соединяем точки Л и С прямой и 
проводим параллельную ей прямую ВО через точку 
В. Отрезок ОО = я.

Действительно, по теореме о пропорцио
нальных отрезках

ОА
ов

ос
ОБ •

Отсюда ОВ = о в о с
ОА

Ь • с

о

Таким образом, отрезок ОО есть иско
мый отрезок х.

Замечание.
Построенный отрезок х  называется чет

вертым пропорциональным. Это название связано с 
тем, что он является четвертым членом пропорции 
а : Ь = с : х .

Контрольные вопросы
1. К акая фигура называется четырехугольником?
2. Какие вершины четырехугольника называются соседними, ка

кие — противолежащими?
3. Что такое диагонали четырехугольника?
4. Какие стороны четырехугольника называются соседними? Ка

кие называются противолежащими?
5. Как обозначается четырехугольник?
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6. Что такое параллелограмм?
7. Докажите, что если диагонали четырехугольника пересекают

ся и точкой пересечения делятся пополам, то он является па
раллелограммом .

8. Д окаж ите, что диагонали параллелограмма пересекаются и 
точкой пересечения делятся пополам.

9. Докажите, что у параллелограмма противолежащие стороны 
равны, противолежащие углы равны.

10. Что такое прямоугольник?
11. Докажите, что диагонали прямоугольника равны.
12. Что такое ромб?
13. Докажите, что диагонали ромба пересекаются под прямым уг

лом; диагонали ромба являются биссектрисами его углов.
14. Что такое квадрат? Перечислите свойства квадрата.
15. Докажите теорему Фалеса.
16. Докажите, что средняя линия треугольника равна половине со

ответствующей стороны.
17. Какой четырехугольник называется трапецией?
18. К акая трапеция называется равнобокой?
19. Докажите, что средняя линия трапеции равна полусумме ос

нований.
20. Докажите теорему о пропорциональных отрезках.

Задачи 
Пункт 50

1. На рис. 114—116 представлены 3 фигуры, каж дая из которых 
состоит из 4 точек и 4 последовательно соединяю щ их их 
отрезков. К акая из фигур является четырехугольником?

2. Постройте какой-нибудь четырехугольник Р(^К8. Укажите его 
противолежащие стороны и вершины.

3. Сколько можно построить параллелограммов с вершинами в 
трех заданных точках, не леж ащ их на одной прямой? По
стройте их.

4. Боковая сторона равнобедренного треугольника равна 5 м. Из 
точки, взятой на основании этого треугольника, проведены две 
прямые, параллельные боковым сторонам. Найдите периметр 
получившегося параллелограмма.

5. Докажите, что у четырехугольника, описанного около окруж
ности, суммы противолежащих сторон равны.

Пункт 52
6. 1) Расстояния от точки пересечения диагоналей параллело

грамма до двух его вершин равны 3 см и 4 см. Чему равны 
расстояния от нее до двух других вершин? Объясните ответ.
2) Через точку пересечения диагоналей параллелограмма про
ведена прямая. Докажите, что отрезок ее, заключенный меж
ду параллельными сторонами, делится этой точкой пополам.

'/  ет ы ре х  у  га.I ьн и к  и



7. В параллелограмме АВСВ через точку пересечения диагоналей 
проведена прямая, которая отсекает на сторонах ВС и АВ от
резки В Е  = 2 м и АР = 2,8 м. Найдите стороны ВС и АО.

Пункт 53
8. У параллелограмма АВСО А В  = 10 см, ВС = 1 5  см. Чему рав

ны стороны АО и СО? Объясните ответ.
9. У параллелограмма АВСО АА = 30°. Чему равны углы В, С, 

О? Объясните ответ.
10. Периметр параллелограмма АВСО равен 10 см. Найдите дли

ну диагонали ВО, зная, что периметр треугольника АВО равен 
8 см.

11. Один из углов параллелограмма равен 40°. Найдите остальные 
углы.

12. Найдите углы параллелограмма, зная, что один из них боль
ше другого на 50°.

13. Может ли один угол параллелограмма быть равным 40°, а дру
гой — 50°?

14. Диагональ параллелограмма образует с двумя его сторонами 
углы 25° и 35°. Найдите углы параллелограмма.

15. Найдите все углы параллелограмма, если сумма двух из них 
равна: 1) 80°; 2) 100°; 3) 160°.

16. Найдите все углы параллелограмма, если разность двух из них 
равна: 1) 70°; 2) 110°; 3) 140°.

17. В параллелограмме АВСВ точка Е  — середина стороны ВС, а 
Р  — середина стороны АВ. Докажите, что четырехугольник 
В Е Б Р  — параллелограмм.

18. Докажите, что если у четырехугольника две стороны парал
лельны и равны, то он является параллелограммом.

19. В параллелограмме АВСВ проведена биссектриса угла А, кото
рая пересекает сторону ВС в точке Е. Чему равны отрезки ВЕ  
и ЕС , если А В  = 9 см, АВ = 15 см?

20. Две стороны параллелограмма относятся как 3:4, а периметр 
его равен 2,8 м. Найдите стороны.

21. В параллелограмме АВСВ перпендикуляр, опущенный из вер
шины В на сторону АВ, делит ее пополам. Найдите диагональ 
ВВ и стороны параллелограмма, если известно, что периметр 
параллелограмма равен 3,8 м, а периметр треугольника АВВ 
равен 3 м.

22. Постройте параллелограмм:
1) по двум сторонам и диагонали;
2) по стороне и двум диагоналям.

23. Постройте параллелограмм:
1) по двум сторонам и углу;
2) по диагоналям и углу между ними.
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Пункт 54
24. Докажите, что если у параллелограмма все углы равны, то он 

является прямоугольником.
25. Докажите, что если в параллелограмме хотя бы один угол пря

мой, то он является прямоугольником.
26. Докажите, что если у параллелограмма диагонали равны, то 

он является прямоугольником.
27. Бетонная плита с прямолинейными краями должна иметь фор

му прямоугольника. Как при помощи бечевки проверить пра
вильность формы плиты?

28. Биссектриса одного из углов прямоугольника делит сторону 
прямоугольника пополам. Найдите периметр прямоугольника, 
если его меньшая сторона равна 10 см.

29. В прямоугольнике точка пересечения диагоналей отстоит от 
меньшей стороны на 4 см дальше, чем от большей стороны. 
Периметр прямоугольника равен 56 см. Найдите стороны пря
моугольника.

30. Из одной точки окружности проведены две взаимно перпенди
кулярны е хорды, которые удалены от центра на 6 см и 
10 см. Найдите их длины.

31. В прямоугольный треугольник, каждый катет которого равен 
6 см, вписан прямоугольник, имеющий с треугольником об
щ ий угол (рис. 141). Найдите периметр прямоугольника.

32. В равнобедренный прямоугольный треугольник вписан прямо
угольник так, что две его вершины находятся на гипотенузе,
а две другие — на катетах (рис. 142). Чему равны стороны 
прямоугольника, если известно, что они относятся как  5:2, а 
гипотенуза треугольника равна 45 см?
Пункт 55

33. Докажите, что если у параллелограмма диагонали перпенди
кулярны, то он является ромбом.

34. Докажите, что если диагональ паралле
лограмма является биссектрисой его уг
лов, то он является ромбом.

35. Углы, образуемые диагоналями ромба с 
одной из его сторон, относятся как  4:5.
Найдите углы ромба.

36. Докажите, что четырехугольник, у кото
рого все стороны равны, является ромбом.

37. В ромбе одна из диагоналей равна сторо
не. Найдите углы ромба.

38. Постройте ромб: 1) по углу и диагонали, 
исходящей из вершины этого угла; 2) по 
диагонали и противолежащему углу.

39. Постройте ромб: 1) по стороне и диагона
ли; 2) по двум диагоналям.
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52. Средняя линия равнобедренного треугольника, параллельная 
основанию, равна 3 см. Найдите стороны треугольника, если 
его периметр равен 16 см.

53. Как построить треугольник, если заданы середины его сторон?
54. Докажите, что вершины треугольника равноудалены от пря

мой, проходящей через середины двух его сторон.
55. Докажите, что середины сторон четырехугольника являются 

вершинами параллелограмма.
56. Найдите стороны параллелограмма из предыдущей задачи, ес

ли известно, что диагонали четырехугольника равны 10 м 
и 12 м.

57. У четырехугольника диагонали равны а и Ь. Найдите периметр 
четырехугольника, верш инами которого являю тся середины 
сторон данного четырехугольника.

58. Докажите, что середины сторон прямоугольника являются вер
шинами ромба. И наоборот, середины сторон ромба являются 
вершинами прямоугольника.

Пункт 59
59. Боковая сторона трапеции разделена на три равные части и из 

точек деления проведены к другой стороне отрезки, параллель
ные основаниям. Найдите длины этих отрезков, если основа
ния трапеции равны 2 м и 5 м.

60. Докаж ите, что у равнобокой трапеции углы при основании 
равны.

61. Чему равны углы равнобокой трапеции, если известно, что 
разность противолежащих углов равна 40°?

62. В равнобокой трапеции большее основание равно 2,7 м, боко
вая сторона равна 1 м, угол между ними 60°. Найдите мень
шее основание.

63. В равнобокой трапеции высота, проведенная из вершины тупо
го угла, делит большее основание на отрезки 6 см и 30 см. 
Найдите основания трапеции.
Меньшее основание равнобокой трапеции равно боковой 
стороне, а диагональ перпендикулярна боковой стороне 
(рис. 145). Найдите углы трапеции.

65. По одну сторону от прямой а даны две точки А и В на рассто
яниях 10 м и 20 м от нее. Найдите расстояние от середины от
резка АВ до прямой а.

66. По разные стороны от прямой а даны две 
точки А и В на расстояниях 10 см и 4 см 
от нее. Найдите расстояние от середины 
отрезка АВ до прямой а.

67. Основания трапеции относятся как 2:3, а 
средняя линия равна 5 м. Найдите осно
вания.

64.
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68. Концы диаметра удалены от касательной 
к  окружности на 1,6 м и 0,6 м. Найдите 
длину диаметра.

69. Средняя линия трапеции 7 см, а одно из 
ее оснований больше другого на 4 см.
Найдите основания трапеции.

70. Высота, проведенная из вершины тупого 
угла равнобокой трапеции, делит боль
шее основание на части, имеющие длины 
а и Ь (а > Ь). Найдите среднюю линию 
трапеции.

71- Постройте трапецию по основаниям и бо
ковым сторонам.

72. Постройте трапецию по основаниям и ди
агоналям.

Пункт 61
73. Даны отрезки а , Ь, с, (1, е. Постройте отрезок х  = .

74. 1) в  треугольнике АВС  проведены медианы А А Х и В В 1, кото
рые пересекаются в точке М  (рис. 146). В треугольнике А М В  
проведена средняя линия Рф . Докажите, что четырехугольник

— параллелограмм.
2) Докажите, что любые две медианы треугольника в точке пе
ресечения делятся в отношении 2:1, считая от вершины.
3) Докажите, что все три медианы треугольника пересекаются 
в одной точке.

Рис. 146

Теорема Пифагора

6 2 . Косинус угла
Косинусом острого угла прямоугольного 
треугольника называется отношение при
лежащего катета к  гипотенузе.
Косинус угла а  обозначается так: сое а . 

На рисунке 147 показан прямоугольный треуголь
ник АВС  с углом А, равным а . Косинус угла а  ра
вен отношению катета АС, прилежащего к  этому уг
лу, к  гипотенузе АВ, т.е.

сова = АС
АВ
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Теорема

Косинус угла зависит только от градусной меры  
угла и не зависит от расположения и размеров тре
угольника.

Это означает, что у двух прямоугольных 
треугольников с одним и тем же острым углом ко
синусы этого угла равны.

Доказательство.
Пусть АВС  и А'В'С' — два прямоуголь

ных треугольника с одним и тем ж е углом при вер
шинах А  и А', равным а  (рис. 148). Требуется дока-

А'С' АС зать, что ------ = ------ .
А'В' АВ
Построим треугольник А В ХС равный 

треугольнику А'В'С', как  показано на рисунке 148. 
Так как  прямые ВС  и В 1С1 перпендикулярны пря
мой АС, то они параллельны. По теореме о пропор
циональных отрезках

Сг С

АС, АС
АВЛ АВ

А так как по построению АСХ = А С ', А В Х = А В ',  то
А'С' АС
А'В' ~  АВ ’

Теорема доказана.

6 3 . Теорема Пифагора 
Теорема (Пифагора)

Рис. 148

В прямоугольном треугольнике квадрат гипотенузы 
равен сумме квадратов катетов.

Доказательство.
Пусть АВС  — данный прямоугольный 

треугольник с прямым углом С. Проведем высоту 
СП из вершины прямого угла С (рис. 149).

По определению косинуса угла сов А  =

= . Отсюда А В  • АО = АС2. АналогичноАС АВ Рис. 149

Тгорем а П и  фа гора



СОВ В  =
БГ> ВС
ВС АВ Отсюда А В  • ВВ = ВС2. Склады

вая полученные равенства почленно и замечая, что 
АО + ЦВ = А В , получим:

АС2 + ВС2 = А В  (АО + ОВ) = АВ2. 
Теорема доказана.
Из теоремы Пифагора следует, что

в прямоугольном треугольнике любой из катетов 
меньше гипотенузы.

Пифагор — древне
греческий ученый

Отсюда, в свою очередь, следует, что 
соя а  < 1 для любого острого угла а.

Задача (11).
Найдите медиану равнобедренного тре- (VI в. до и. э.) 

угольника с основанием а и боковой стороной 6, 
проведенную к  основанию.

Решение.
Пусть АВС  — равнобедренный треуголь

ник с основанием АВ и СП — его медиана, прове
денная к  основанию (рис. 150). К ак мы знаем, ме
диана равнобедренного треугольника, проведенная к 
основанию, является высотой. Поэтому треугольник 
АСП прямоугольный с прямым углом П. По теореме 
Пифагора

АП2 + СП2 = АС2, 0 0 2 + СП2 = Ь2.

Отсюда

Рис. 150

с о  =

6 4 . Египетский треугольник 
Задача (17).
Докаж ите, что если треугольник имеет 

стороны а , Ь, с и а2 + Ь2 = с2, то у него угол, про
тиволежащий стороне су прямой.

Решение.
Пусть АВС — данный треугольник, у ко

торого А В  = Су АС = а , ВС = Ь (рис. 151). Постро
им прямоугольный треугольник А 1В 1С1 с катетами 
А 1С1 = а и В 1С1 = Ъ. По теореме Пифагора у него

гипотенуза А 1В 1 = ^ а 2 + Ь2 = с. Таким образом, тре- Рис. 151
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угольники АВС  и А 1В 1С1 равны по третьему призна
ку. Из равенства треугольников следует, что угол 
треугольника АВС  при вершине С прямой.

Землемеры Древнего Египта для построе
ния прямого угла пользовались следующим при
емом. Бечевку узлами делили на 12 равных частей 
и концы связывали. Затем бечевку растягивали на 
земле так, что получался треугольник со сторонами 
3, 4 и 5 делений. Угол треугольника, противо
леж ащ ий стороне с 5 делениями, был прямой
(32 + 42= 5 2).

В связи с указанным способом построе
ния прямого угла треугольник со сторонами 3, 4 и 
5 ед. иногда называют египетским.

Е’ис. 152

6 5 . Перпендикуляр и наклонная
Пусть ВА  — перпендикуляр, опущенный 

из точки В  на прямую а, и С — любая точка пря
мой а , отличная от А . Отрезок ВС  называется 
наклонной, проведенной из точки В  к  прямой а 
(рис. 152). Точка С называется основанием наклон
ной. Отрезок АС  называется проекцией наклонной. 

Из теоремы Пифагора следует, что
если к прямой из одной точки проведены перпенди
куляр и наклонные, то лю бая наклонная больше 
перпендикуляра, равные наклонные имеют равные 
проекции, из двух наклонных больше та, у которой 
проекция больше.

Действительно (см. рис. 152), по теореме
Пифагора

АВ2 + АС2 = ВС2.
Отсюда видно, что ВС > А В . При данном 

А В  чем больше АС, тем больше ВС.
Задача (19).
На стороне А В  треугольника АВС  взята 

точка X . Д окаж ите, что отрезок С Х  меньш е по 
крайней мере одной из сторон АС или ВС.

Решение.
Проведем высоту СВ треугольника. В лю

бом случае отрезок ОХ меньше либо АО (рис. 153, а), 
либо ВО (рис. 153, б). По свойству наклонных, про
веденных из одной точки, следует, что отрезок С Х  
меньше по крайней мере одного из отрезков АС или 
ВС. Что и требовалось доказать.

а)

Рис. 153
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Неравенство треугольника
Если точки А и В различны, то расстоя

нием между ними называется длина отрезка А В . Ес
ли точки А  и В  совпадают, то расстояние между ни
ми принимается равным нулю.

Теорема (неравенство треугольника)
ш ш ш ш яш яш ш аш ш вш яш ш ш яш ш ш ш
Каковы бы ни были три точки, расстояние между 
любыми двумя из этих точек не больше суммы рас- 
стояний от них до третьей точки.

Это значит, что каждое из этих расстоя
ний меньше суммы или равно сумме двух других.

Доказательство.
Пусть А, В, С — три данные точки. Ес

ли две точки из трех или все три точки совпадают, 
то утверждение теоремы очевидно.

Если все точки различны и лежат на од
ной прямой, то одна из них леж ит между двумя 
другими, например В. В этом случае АВ + ВС = АС. 
Отсюда видно, что каж дое из трех расстояний не 
больше суммы двух других.

Допустим теперь, что точки не леж ат на 
одной прямой (рис. 154). Докажем, что АВ < АС + 
-I- ВС. Опустим перпендикуляр СП на прямую АВ. 
По доказанному А В  < АП + ВП. И так как  АП < АС 
и ВП < ВС, то А В  < АС + ВС. Теорема доказана.

Заметим, что в случае, когда точки не 
лежат на одной прямой, в неравенстве треугольни- 
ка строгое неравенство. Отсюда следует, что_______
в любом треугольнике каж дая сторона меньше сум- 
мы двух других сторон._______________

Задача (23).
Докажите, что любая хорда окружности 

не больше диаметра и равна диаметру только тогда, 
когда сама является диаметром.

Решение (рис. 155).
По неравенству треугольника
А В  < ОА + ОВ = 2В,

причем если центр О не леж ит на отрезке АВ, то не
равенство строгое. Равенство имеет место только 
в случае, когда хорда проходит через центр, т. е. яв
ляется диаметром.

а)

б)

Рис. 154
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6 7 . Соотношения между сторонами 
и углами в прямоугольном 
треугольнике
Пусть АВС  — прямоугольный треуголь

ник с прямым углом С и острым углом при верши
не А у равным а  (рис. 156). Согласно определению 
сое а  равен отношению катета, прилежащего к  уг
лу а , к  гипотенузе.

Синусом угла а  (обозначается з т  а) на
зывается отнош ение противолежащ его катета ВС

АО • вск  гипотенузе АВ: в т а  = -ттг.
■ЛЛ ГУ

Тангенсом угла а  (обозначается а) на
зывается отношение противолежащ его катета ВС

. „ в ск прилежащему катету АС: а  =—

Синус и тангенс угла, так же как  и косинус, зави
сят только от величины угла.

Действительно, по теореме Пифагора 
ВС = ̂ А В 2— АС2 .

По определению з т а  =
вс
АВ

8 ш а У а В 2 -  АС2 
АВ =М̂г)2=УГ-с о е  а

Так как сое а  зависит только от величины угла, то и 
81П а  зависит только от величины угла.

ВС
По определению а  .Разделим чис

литель и знаменатель на АВ:
вс АС аша
АВ АВ сова

Значит, а  зависит только от величины угла.
Из определения гш  а , соз а  и а  полу

чаем следующие правила:
Катет, противолежащ ий углу а , равен произведе
нию гипотенузы на зш  а.
Катет, прилежащ ий к углу а , равен произведению 
гипотенузы на сое а .
Катет, противолежащ ий углу а , равен произведе
нию второго катета на а.

Рис. 156

а — с вша 
Ь -  с сова 
а = Ь 1еа

Рис. 157
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Эти правила позволяю т, зная одну из 
сторон прямоугольного треугольника и острый угол, 
находить две другие стороны; зная две стороны, на
ходить острые углы (рис. 157).

Задача (47).
В прямоугольном треугольнике даны ги

потенуза с и острый угол а . Найдите катеты , их 
проекции на гипотенузу и высоту, опущенную на 
гипотенузу.

Решение (рис. 158).
АС = А В  сое а  = с сое а ;
ВС = А В  81П а  = с 81П а;
ВП = ВС 81П а  = с 81П2 а;
АО = АС  сое а  = с сое2 а;
СП = АС  81П а  = с 81П а  сое а .
Для вш а , сов а  и а  составлены спе

циальные таблицы. Эти таблицы позволяют по дан
ному углу а  найти вш а , сов а  и а  или по зна
чениям 81П а , сов а , а  найти соответствующий 
угол. В настоящее время для этой цели обычно при
меняют микрокалькуляторы.

6 8 . Основные тригонометрические 
тождества
Одно тождество вы уже знаете:

аша
Ч? = ——- .°  соза

Докажем следующие тождества: 

в т 2а  + сов2а =  1,

1 - 1  11 + а  =
2 2 • 2 сое а 1% а з т  а

Возьмем любой прямоугольный треуголь
ник АВС  с углом при верш ине А, равным а  
(рис. 159). По теореме Пифагора ВС2 + АС2 =  АВ2.

Разделим обе части равенства на АВ2. По

лучим:

ВС . АС 
Но = 8 т а ,  = сова. Таким обра

зом, вш2 а  + сов2 а  = 1.

В

А
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Это равенство есть тождество. Оно верно 
для любого острого угла а .

Чтобы получить второе тождество, разде
лим обе части полученного тождества на сое2 а . 
Получим:

81П2 а
соз2 а + 1 1 2 1— , или 1 + а  = — —

соз а сое а
Если обе части тождества я л  а  + сое а  = 1 

разделить на з т 2а , то получим третье тождество:
1 11 +

в т 2а

Значение этих тождеств заклю чается в 
том, что они позволяют, зная одну из величин в т  а , 
сов а  или а , найти две другие.

Задача (63).
Вычислите значения вш а и если

5сов а  =
13

Решение.
Так как в т 2а  + сов2а  = 1, то 

81П а  = VI -  сов2 а  = ^ 1  -  = ТГ ’

э т а  
соз а

12

Рис. 160

6 9 . Значения синуса, косинуса 
и тангенса некоторых углов
Теорема

Для любого острого угла а
81П (90° -  а) = сое а, сов (90° — а) = в т  а.

Доказательство.
Пусть АВС  — прямоугольный треуголь

ник с острым углом а  при вершине А  (рис. 160). 
Тогда острый угол при вершине В  равен 90° -  а . По 
определению

вс АС
91Па = 1 й ~ ’ С°8 а  = - Ж ’

81П (90° -  а ) = — , сов (90° -  а )АВ ’ '  '  АВ 7

9  1 Теорема Пифагора



Из второго и третьего равенств получа
ем 81П (90°— а) = сое а . Из первого и четвертого 
равенств получаем сое (90°— а) = зш  а . Теорема 
доказана.

Н айдем синус , косинус и тангенс угла  
45°. Д ля этого построим прямоугольный треуголь
ник с острым углом 45° (рис. 161). Второй его ост
рый угол тоже равен 45°, поэтому треугольник рав
нобедренный. Пусть катеты треугольника равны а.
По теореме Пифагора гипотенуза будет а 4 2  . Нахо
дим:

а 1 у/181П 45 = — —  = —  = —  , 
ач2 \2  2

о 1 V ?с о 8 4 5  = _ _  =  _

Н айдем синус, косинус и тангенс угла  
30°. Возьмем равносторонний треугольник АВС  
(рис. 162). Проведем в нем медиану АН . Она будет 
биссектрисой и высотой. Поэтому треугольник АВН  
прямоугольный с острым углом при вершине А , рав
ным 30°. Пусть а — сторона равностороннего тре
угольника. Тогда ВН = -^-. По теореме Пифагора

и

АН = 4 а В 2 — ВН 2 = ^ а 2-  ( 0 а^З

Значит,

2 2 * 

шп 30° 1 V ? 1 V ?

в т 3 0 е = у : а = у ,

„ а^З ^3соз 30 = —-— : а =

1* 3 0 = со8 ЗОв 2 2 V ?
Так как  8д.п а  = сое (90° -  а), то

У»
81П 60° =  СОЗ 30° = ——  ,

С08 60° = 81П 30° = у  ,

СОВ 6 0

92

в

А а С

Рис. 161

В

А С

Рис. 162
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7 0 . Изменение синуса, косинуса
и тангенса при возрастании угла
Теорема

При возрастании острого угла а т  а  и (д  а  возрас
тают, а соа а  убывает.

Доказательство.
Пусть а и р  — острые углы , причем 

а  < р. Отложим углы а  и р от полупрямой А В  в од
ну полуплоскость (рис. 163). Проведем через точку 
В  прямую, перпендикулярную А В . Она пересекает 
стороны наших углов в точках С и П.

Так как  а  < р, то точка С леж ит между 
точками В  и IX Поэтому ВС < ВО. А  значит, по 
свойству наклонных, проведенных из одной точки к 
прямой, АС < А В .

т АВ АВ
Так к ак  соа а  = —— , соа Р = -ттг, то

7)

С

----------- - ►------------
АС  г  АВ

соа а  > соа р, т. е. при возрастании угла косинус 
убывает.

Так как  а т  а  = — (

Рис. 163

соа2а , а соа а  убы
вает при возрастании угла, то а т  а  возрастает.

э т а и а т  а  возрастает, аТак как  Ь еа=  со8а
соа а  убывает при возрастании а , то а  возраста
ет при возрастании а . Теорема доказана.

Контрольные вопросы
1. Дайте определение косинуса острого угла прямоугольного тре

угольника.
2. Докажите, что косинус угла зависит только от градусной меры 

угла и не зависит от расположения и размеров треугольника.
3. Докажите теорему Пифагора.
4. Докажите, что в прямоугольном треугольнике гипотенуза боль

ше любого из катетов.
5. Докажите, что соа а  < 1 для острого угла а.
6. Докажите, что если из одной точки к  прямой проведены пер

пендикуляр и наклонные, то любая наклонная больше перпен
дикуляра. Равные наклонные имеют равные проекции, из двух 
наклонных больше та, у которой проекция больше.

7. Докажите неравенство треугольника.
8. Докажите, что в треугольнике каж дая сторона меньше суммы 

двух других сторон.

Т  горем а П и  фа гори



9. Дайте определения синуса и тангенса острого угла. Докажите, 
что они зависят только от градусной меры угла.

10. Как выражается катет прямоугольного треугольника через ги
потенузу и острый угол, через острый угол и другой катет?

11. Докажите тождества: в т 2 а  + сов2 а  = 1;
„ 2 1 „ 1  11+ 18  а  = ----— ; 1 + — — ------ —

сов а а в т  а
12. Докажите, что для любого острого угла а  

в т  (90° -  а) =  сов а , сов (90° — а) = в т  а .
13. Чему равны значения синуса, косинуса и тангенса углов 30°,

45°, 60°?
14. Докажите, что в т  а и ^ а  возрастают при возрастании остро

го угла а , а сое а  убывает.

Задачи
Пункт 62

Я 41. Постройте угол, косинус которого равен: 1) — ; 2) — ; 3) 0,5;
5 9

4) 0,8.

Пункт 63
2. У прямоугольного треугольника заданы катеты а и Ь. Найди

те гипотенузу, если: 1) а = 3, Ъ = 4; 2) а = 1, Ъ = 1;
3) а = 5, Ь = 6.

3. У прямоугольного треугольника заданы гипотенуза с и к а 
тет а. Найдите второй катет, если: 1) с = 5, а = 3; 2) с = 13,
а = 5; 3) с = 6, а = 5.

4. Две стороны прямоугольного треугольника равны 3 м и 4 м. 
Найдите третью сторону. (Два случая.)

5. Могут ли стороны прямоугольного треугольника быть пропор
циональны числам 5, 6, 7?

6. Найдите сторону ромба, если его диагонали равны: 1) 6 см и
8 см; 2) 16 дм и 30 дм; 3) 5 м и 12 м.

7. Стороны прямоугольника 60 см и 91 см. Чему равна диаго
наль?

8. Диагональ квадрата а. Чему равна сторона квадрата?
9. Можно ли из круглого листа железа диаметром 1,4 м вырезать 

квадрат со стороной 1 м?
10. Найдите высоту равнобокой трапеции, у которой основания 

5 м и 11 м, а боковая сторона 4 м.
11. Найдите медиану равнобедренного треугольника с основанием 

а и боковой стороной Ь, проведенную к основанию.
12. Могут ли увидеть друг друга космонавты, летящие над поверх

ностью Земли на высоте 230 км, если расстояние между ними 
по прямой равно 2200 км? Радиус Земли равен 6370 км.

9Л К к . т с с



13. В равностороннем треугольнике со сторо
ной а найдите высоту.

14. Даны отрезки а и Ъ. Как построить отре
зок: 1) А1а2 + Ь2 ; 2) V а2- Ь 2 а > Ь?| г *

1Э‘ Даны отрезки а и Ь. Как построить отре
зок х  = VаЬ ?

16. Между двумя фабричными зданиями ус
троен покатый желоб для передачи мате
риалов. Расстояние между зданиями рав
но 10 м, а концы желоба расположены
на высоте 8 м и 4 м над землей. Найдите длину желоба.

17. Д окаж ите, что если треугольник имеет стороны а , Ь, с и
а2 + Ь2 = с2, то угол, противолежащий стороне с, прямой.

18. Чему равен угол треугольника со сторонами 5, 12, 13, проти
волежащий стороне 13?

Пункт 65
19. На стороне АВ треугольника АВС  взята точка X .  Докажите, 

что отрезок С Х  меньше по крайней мере одной из сторон АС 
или ВС.

20. Докажите, что расстояние между любыми двумя точками на 
сторонах треугольника не больше большей из его сторон.

21. Даны прямая и точка С на расстоянии к  от этой прямой. До
каж ите, что из точки С можно провести две и только две на
клонные длины 1У если I > к  (рис. 164).
Докажите, что прямая, отстоящая от центра окружности на 
расстояние, меньшее радиуса, пересекает окружность в двух 
точках.

Пункт 66
23. Докажите, что любая хорда окружности не больше диаметра и 

равна диаметру только тогда, когда сама является диаметром.
24. Докажите, что точки А, В, С лежат на одной прямой, если:

1) А В  = 5 м, ВС = 7 м, АС = 12 м;
2) АВ = 10,7, ВС = 17,1, АС = 6,4.

25. Докажите, что любая сторона треугольника больше разности 
двух других его сторон.

26. Может ли у параллелограмма со сторонами 4 см и 7 см одна 
из диагоналей быть равной 2 см?

27. В треугольнике одна сторона равна 1,9 м, а другая — 0,7 м. 
Найдите третью сторону, зная, что ее длина равна целому чис- 
лу метров.
Д окаж ите, что медиана треугольника АВС, проведенная из 
вершины А, меньше полусуммы сторон АВ и АС.

Теорема П и ф а г о р а



29. Известно, что диагонали четырехугольника пересекаются. До
каж ите, что сумма их длин меньше периметра, но больше по- 
лупериметра четырехугольника.

30. Отрезки А В  и С!) пересекаются в точке О. Докажите, что сум
ма расстояний от любой точки плоскости до точек А, Б , С и 
В  не меньше чем ОА + ОБ + ОС + ОБ.

3 1 . На прямолинейном шоссе требуется указать место автобусной 
остановки так, чтобы сумма расстояний от нее до населенных 
пунктов А  и В  была наименьш ей. Рассмотрите два случая:
1) населенные пункты расположены по разные стороны от шос
се (рис. 165, а); 2) населенные пункты расположены по одну 
сторону от шоссе (рис. 165, б).

32. Могут ли стороны треугольника быть 
пропорциональны числам 1, 2, 3?

33. Д окаж ите, что в треугольнике каж дая 
сторона меньше половины периметра.

34. Внутри окружности радиуса Б  взята точ
ка на расстоянии <1 от центра. Найдите 
наибольшее и наименьшее расстояния от 
этой точки до точек окружности.

35. Вне окружности радиуса В  взята точка 
на расстоянии <1 от центра. Найдите на
ибольшее и наименьш ее расстояния от 
этой точки до точек окружности.

36. Могут ли пересекаться окружности, цен
тры которы х находятся на расстоянии 
20 см, а радиусы равны 8 см и 11 см?
Объясните ответ.

37. Могут ли пересекаться окружности 
радиусами 6 см и 12 см, центры которых 
находятся на расстоянии 5 см? Объясни
те ответ.

3 8 . Докажите, что в задаче 36 окружности 
находятся одна вне другой, а в задаче 37 
окружность радиуса 6 см находится вну
три окружности радиуса 12 см.

39. Могут ли пересекаться окружности с ра
диусами В х и Б 2 и расстоянием между 
центрами с1, если В х + В 2 < 63

4 0 . Даны три положительных числа а , Ь, с, 
удовлетворяющие условиям а  < Ь < с <
< а + Ъ. Докажите последовательно ут
верждения:

1) 0 < с2 + а 2- Ь 2
2с <а;

Рис. 166

96 л;ласе



2) существует прямоугольный треугольник ВСВ, у которого ги-
с2 + а2- Ь 2потенуза ВС = а, а катет ВВ = ----- -------  (рис. 166);

3) треугольник АВС, у которого ВС = а , А В  = с, а расстояние
с2+ а2- Ь 2В Б  равно ----- —----- , имеет сторону АС  = Ъ (рис. 166).

41. Даны три положительных числа а, Ь, с. Докажите, что если 
каждое из этих чисел меньше суммы двух других, то сущест
вует треугольник со сторонами а, Ь, с.

42. Можно ли построить треугольник со сторонами:
1) а = 1 см, Ъ = 2 см, с = 3 см;
2) а = 2 см, Ь = 3 см, с = 4 см;
3) а = 3 см, Ь = 7 см, с = 11 см;
4) а = 4 см, 6 = 5 см, с = 9 см?

43. Даны две окружности с радиусами Вх, К2 и расстоянием меж
ду центрами д,. Докажите, что если каждое из чисел В 1г В 2 и 
й меньше суммы двух других сторон, то окружности пересека
ются в двух точках (рис. 167).

Пункт 67
44. У прямоугольного треугольника один катет равен 8 см, а си

нус противолежащего ему угла равен 0,8. Найдите гипотенузу 
и другой катет.

45. В прямоугольном треугольнике гипотенуза равна а, а один из 
острых углов а . Найдите другой острый угол и катеты.

46. В прямоугольном треугольнике катет равен а, а противолежа
щий ему угол а . Найдите второй острый угол, противолежа
щий ему катет и гипотенузу.

47. В прямоугольном треугольнике даны гипотенуза с и острый 
угол а . Найдите катеты, их проекции на гипотенузу и высо
ту, опущенную на гипотенузу.

48. 1) Найдите в т  22°; в т  22°36'; в т  22°38';
81П 22°4Г; сов 68°; сов 68°18'; сов 68°23'.
2) Найдите угол х , если в т  х  = 0,2850; 
в т  х  = 0,2844; сов х  = 0,2710.

49. Найдите значения синуса и косинуса уг
лов: 1) 16°; 2) 24°36'; 3) 70°32'; 4) 88°49\

50. Найдите величину острого угла х , если:
1) 81п л; = 0,0175; 2) в т  л; =  0,5015;
3) сов х  = 0,6814; 4) сов х  = 0,0670.

51. Найдите значение тангенса угла: 1) 10°;
2) 40°40'; 3) 50°30'; 4) 70°15\

52. Найдите острый угол х , если: 1) х  =
= 0,3227; 2) 1& х  = 0 ,7846; 3) х  =
= 6,152; 4) х  = 9,254. Рис. 167
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53. Высота равнобедренного треугольника 
равна 12,4 м, а основание 40,6 м. Най- 
дите углы треугольника и боковую сторо
ну.

54. Отношение катетов прямоугольного тре
угольника равно 19:28. Найдите его уг
лы.

55. Стороны прямоугольника равны 12,4 и
26. Найдите угол между диагоналями.

56. Диагонали ромба равны 4,73 и 2,94.
Найдите его углы.

57. Сторона ромба 241 м, высота 120 м. Най
дите углы.

58. Радиус окружности равен 5 м. Из точки, рпс. 
отстоящей от центра на 13 м, проведены 
касательные к окружности. Найдите дли
ны касательных и угол между ними.

59. Тень от вертикально стоящего шеста, высота которого 7 м, со
ставляет 4 м. Выразите в градусах высоту солнца над горизон
том (рис. 168).

60. Основание равнобедренного прямоугольного треугольника рав
но а. Найдите боковую сторону.

61. Найдите неизвестные стороны и острые углы прямоугольного 
треугольника по следующим данным:
1) по двум катетам: а) а = 3, Ь = 4; б) а  = 9, Ь = 40; в) а  = 20, 
Ь = 21; г) а = 11, Ь = 60;
2) по гипотенузе и катету: а) с = 13, а = 5; б) с = 25, а = 7;
в) с = 17, а = 8; г) с = 85, а = 84;
3) по гипотенузе и острому углу: а) с = 2, а  = 20°; б) с = 4, 
а  = 50°20'; в) с = 8, а  = 70°36'; г) с = 16, а  = 76°2Г;
4) по катету и противолежащему углу: а) а = 3, а  = 30°27'; 
б) а = 5, а  = 40°48'; в) а = 7, а  = 60°35'; г) а = 9, а  = 68°.

Пункт 68
62. Упростите выражения:

1) 1 -  вш2 а; 2) (1 -  соз а) (1 + сое а);
3) 1 + 81п2 а  + соз2 а; 4) з т  а  -  з т  а  сое2 а;
5) 81П4 а  + соз4 а  + 2 з т 2 а  сое2 а;
6) 1&2 а  -  81п2 а  1&2 а ; 7) сое2 а  + 1&2 а  сое2 а;
о \  А -2  / о  2 , ■ 2 14 1 -  *в2 а  +  4&4 а8) а  (2 соз а  + з т  а  -  1); 9)-------

соэ2а

63. Вычислите значения зш  а и ^ а ,  если:

1) с о 8 а = -^ - :;  2) со за  = 4 |- ;  3) сое а  = 0,6.
16 1Т
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64. Найдите сое а  и а , если:
1 \ 3 п\ . 401) в т  а  = — ; 2) 8т а  = — ;

3) 81 п а  = 0,8.
65. Постройте угол а , если известно, что:

4 41 )с о в а  = — ; 2) в ш а  = — ; 3) з т  а  = 0,5;

4) 1&а = - | - ; 5) 1% а  = 0,7.
Рис. 169

Пункт 69
66. В прямоугольном треугольнике с гипотенузой а и углом 60° 

найдите катет, противолежащий этому углу.
67. Найдите радиус г окружности, вписанной в равносторонний 

треугольник со стороной а, и радиус Я  окружности, описанной 
около него.

68. В треугольнике один из углов при основании равен 45°, а вы
сота делит основание на части 20 см и 21 см. Найдите боль
шую боковую сторону1 (рис. 169).

69. У треугольника одна из сторон равна 1 м, а прилежащие к ней 
углы равны 30° и 45°. Найдите другие стороны треугольника.

70. Диагональ прямоугольника в 2 раза больше одной из его сто
рон. Найдите углы между диагоналями.

71. Диагонали ромба равны а и 3 . Найдите углы ромба.

Пункт 70
72. Какой из углов больше — а  или (3, если:

1) з т  а  = , з т  р = ; 2) з т  а  = - |- , з т  р = ;

3) соз а  = , совР = -|-; 4) сое а  =  0,75, сое Р = 0,74;* •)
5) Ьё а  = 2,1, I# Р = 2,5; 6) а  = , 1#Р = у ?

73. У прямоугольного треугольника АВС  угол А  больше угла В. 
Какой из катетов больше — АС  или ВС?

74. У прямоугольного треугольника АВС  катет ВС больше катета 
АС. Какой угол больше — А  или В?

1Иногда в произвольном треугольнике, необязательно равнобедрен
ном, сторона, проведенная горизонтально, называется основанием, а 
две другие — боковыми сторонами, как в данной задаче.

Тгорем и I Iи ф и го р и



] Декартовы координаты на плоскости

71 . Определение декартовых координат
Проведем на плоскости через точку О две 

взаимно перпендикулярные прямые х  и у  — оси ко
ординат (рис. 170). Ось х  (она обычно горизонталь
ная) называется осью абсцисс, а ось у  — осью орди
нат. Точкой пересечения О — началом координат — 
каж дая из осей разбивается на две полуоси. Усло
вимся одну из них называть положительной, отме
чая ее стрелкой, а другую — отрицательной.

Каждой точке А  плоскости мы сопоста
вим пару чисел — координаты точки — абсциссу (х ) 
и ординату (у) по такому правилу.

Через точку А  проведем прямую, парал
лельную оси ординат (рис. 171). Она пересечет ось 
абсцисс х  в некоторой точке А х. Абсциссой точки А  
мы будем называть число х , абсолютная величина 
которого равна расстоянию от точки О до точки А х. 
Это число будет положительным, если А х принадле
ж ит положительной полуоси, и отрицательным, если 
А х принадлежит отрицательной полуоси. Если точка 
А  лежит на оси у, то полагаем х  равным нулю.

Ордината (у) точки А  определяется ана
логично. Через точку А  проведем прямую, парал
лельную оси абсцисс х  (см. рис. 171). Она пересечет 
ось ординат у  в некоторой точке А у. Ординатой точ
ки А  мы будем называть число у, абсолютная вели
чина которого равна расстоянию от точки О до точ
ки  А у. Это число будет полож ительным, если А у 
принадлеж ит положительной полуоси, и отрица
тельным, если А у принадлежит отрицательной полу
оси. Если точка А  лежит на оси абсцисс х , то пола
гаем у  равны м нулю. Координаты точки будем 
записывать в скобках рядом с буквенным обозначе
нием точки, например: А  (х; у) (на первом месте аб
сцисса, на втором — ордината).

Оси координат разбивают плоскость на 
четыре части — четверти: I, II, III, IV (рис. 172). 
В пределах одной четверти знаки обеих координат 
сохраняются и имеют значения, указанные на ри
сунке.

Р. Декарт — 
французский ученый 
(1596—1650)

О

Рис. 170

АУ , А

о' X

Рис. 171

100 X к. т с с



Точки оси х  (оси абсцисс) имеют равные 
нулю ординаты (у = 0), а точки оси у  (оси ординат) 
имеют равные нулю абсциссы (х = 0). У начала ко
ординат абсцисса и ордината равны нулю.

Плоскость, на которой введены описан
ным выше способом координаты х  и у, будем назы
вать плоскостью х у . Произвольную точку на этой 
плоскости с координатами х  и у  будем иногда обо
значать просто (х, у). Введенные на плоскости коор
динаты х  и у  называются декартовыми по имени 
Р. Декарта, который впервые применил их в своих 
исследованиях.

Задача (9).
Даны точки А (-3 ; 2) и В (4; 1). Д окаж и

те, что отрезок А В  пересекает ось ординат, но не пе
ресекает ось абсцисс.

Решение.
Ось у  разбивает плоскость ху  на две по

луплоскости. В одной полуплоскости абсциссы то
чек положительны, а в другой — отрицательны. Так 
как у точек А  й В  абсциссы противоположных зна
ков, то точки А  и В  лежат в разных полуплоскос
тях. А это значит, что отрезок А В  пересекает ось у.

Ось х  такж е разбивает плоскость х у  на 
две полуплоскости. В одной полуплоскости ордина
ты точек положительны, а в другой — отрицатель
ны. У точек А и В ординаты одного знака (положи
тельны). Значит, точки А и В леж ат в одной 
полуплоскости. А следовательно, отрезок АВ не пе
ресекается с осью х.

7 2 . Координаты середины отрезка
Пусть А (х г; у г) и В (х2\ у2) —  две про

извольные точки и С (х; у) — середина отрезка АВ. 
Найдем координаты х , у  точки С.

Рассмотрим сначала случай, когда отре
зок АВ не параллелен оси у , т. е. х г *  х 2. Проведем 
через точки А, В, С прямые, параллельные оси у  
(рис. 173). Они пересекут ось х  в точках А 1 (х; 0), 
В \ (х 2; 0), Сг (х; 0). По теореме Фалеса точка Сх бу
дет серединой отрезка А1В1.

Так как  точка Сх — середина отрезка 
А1В1, т о  АхСх = В1С1, а значит, \х -  дсх1 = \х -  дс21. От
сюда следует, что либо х  -  х х = х  -  х 2, либо х  -  х х = 
= -  (х — лг2). Первое равенство невозможно, так как

У>
II I

(-,+)
Л

(+,+)
к____________

О'
9 X

III IV
( - , - ) (+ ,-)

Рис. 172

Рис. 173
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Х 1 ^  х 2 - Поэтому верно второе. А из него получает

ся формула х  = *1  + *2

Если х г = х 2, т. е. отрезок А В  паралле
лен оси у, то все три точки А 1% В х, С1 имеют одну и 
ту же абсциссу. Значит, формула остается верной и 
в этом случае.

Ордината точки С находится аналогично. 
Через точки А, Б , С проводятся прямые, параллель
ные оси х . Получается формула

У1 + У2
У = — 2 ~ -
Задача (15).
Даны три верш ины параллелограмма 

АБСБ: А  (1; 0), В  (2; 3), С (3; 2). Найдите коорди
наты вершины Б  и точки пересечения диагоналей.

Решение.
Точка пересечения диагоналей является 

серединой каждой из них. Поэтому она является се
рединой отрезка АС, а значит, имеет координаты

1 + 3  „ 0 + 2 ,
* -----2-----2- У ------ -̂----
Теперь, зная координаты точки пересече

ния диагоналей, находим координаты х, у  четвертой 
вершины Б . Пользуясь тем, что точка пересечения 
диагоналей является серединой отрезка Б Б , имеем:

2 + х  Л з  + у
2 2 ’  2 

Отсюда х  = 2, у = -1 .

=  1 .

7 3 . Расстояние между точками
Пусть на плоскости ху  даны две точки: 

А х с координатами х 1г у 1 и А2 с координатами х 2, у2- 
Выразим расстояние между точками А 1 и А2 через 
координаты этих точек.

Рассмотрим сначала случай, когда х 1 *  х 2 
и У\ *  У2 - Проведем через точки А 1 и А2 прямые, па
раллельные осям координат, и обозначим через А 
точку их пересечения (рис. 174). Расстояние между 
точками А и А 1 равно Туг -  у21, а расстояние между 
точками А и А2 равно \х1 -  х 2\. Применяя к прямо-
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угольному треугольнику А А 1А 2 теорему Пифагора, 
получим:

а2 = {хх -  х 2)2 + (уг -  у2)2, (*)

где <2 — расстояние между точками А х и А 2.
Хотя формула (*) для расстояния между 

точками выведена нами в предположении х х ^  х 2,
У\ ^  У2 * она остается верной и в других случаях. 
Действительно, если х х = х 2, у г ^  у 2> то <2 равно 
Iу х -  у2I. Тот же результат дает и формула (*). Ана
логично рассматривается случай, когда х х ^  х 2> 
у х = у 2. При х х = х 2, у х = у2 точки А х, А 2 совпада
ют и формула (*) дает <2 = 0.

Задача (19).
Найдите на оси х  точку, равноудаленную 

от точек (1; 2) и (2; 3).
Решение.
Пусть (х; 0) — искомая точка. Прирав

няв расстояния от нее до данных точек, получим:
(* -  I)2 + (0 -  2)2 = (х -  2)2 + (0 -  З)2.
Отсюда находим х  = 4. Значит, искомая 

точка есть (4; 0).

7 4 . Уравнение окружности
Уравнением фигуры в декартовых коор

динатах на плоскости называется уравнение с двумя 
неизвестными х  и у, которому удовлетворяют коор
динаты любой точки фигуры. И обратно: любые два 
числа, удовлетворяющие этому уравнению, являю т
ся координатами некоторой точки фигуры.

Составим уравнение окружности с цент
ром в точке А^ (а; Ь) и радиусом К  (рис. 175). Возь
мем произвольную точку А  (х; у) на окружности. 
Расстояние от нее до центра А 0 равно В. Квадрат
расстояния от точки А  до точки А^ равен (х -  а)2 +
+ (у -  Ь)2. Таким образом, координаты х , у каждой 
точки А  окружности удовлетворяют уравнению

(дс -  о)2 + (у -  Ь)г =  Л2. (*)

Обратно: любая точка А, координаты ко
торой удовлетворяют уравнению (*), принадлежит 
окружности, так как расстояние от нее до точки Аю Р и с .  1 7 5

1 0 3  //(Чх'П [ОПООЫ !.'(НЧ)()ц;К1!П
 ̂  ̂ ПО //./Г»Г/ГГ!(•//?//



равно В. Отсюда следует, что уравнение (*) действи
тельно является уравнением окружности с центром 
Ац и радиусом В.

Заметим, что если центром окружности 
является начало координат, то уравнение окружно
сти имеет вид: х 2 + у2 = В 2.

Задача (30).
К акая  геометрическая фигура задана 

уравнением
а2 ь2

х 2+ у2+ а х  + Ьу + с = 0, —  + —  ~ с> 0 ?  

Решение.
Преобразуем данное уравнение следую

щим образом:

х 2+ах+ ^  +у2+Ьу+ \  ^  + |  -  с.

( *  +  т ) + (у  +  7 У = ^ 7 - Т - с}

Видим, что рассматриваемая фигура — оокружность
(  а ЬЛ а I а2 ь 2с  ц е н т р о м  г—2"» ~~2 )  и Р а д и у с о м  В  = д| —  +  ——  с  .

7 5 . Уравнение прямой
Докажем, что

любая прямая в декартовых координатах х , у  име
ет уравнение вида

ах + Ьу + с = 0, (*)
где а, Ъ, с — некоторые числа, причем хотя бы од
но из чисел а , Ъ не равно нулю.

Пусть к  — произвольная прямая на пло
скости ху . Проведем какую-нибудь прямую, перпен
дикулярную прямой Л, и отложим на ней от точки 
пересечения С с прямой к  равные отрезки СЛ1 и СА2 
(рис. 176).

Пусть а1У Ь1 — координаты точки А г и 
а2, Ь2 — координаты точки А 2. Как мы знаем, любая 
точка А  (х; у) прямой к  равноудалена от точек А 1 и 
А 2. Поэтому координаты ее удовлетворяют уравнению
(х  -  ах)2 + (у -  Ьх)2 = (х  -  а2)2 + (у -  Ь2)2. (**)
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Обратно: если координаты х  и у  какой- 
нибудь точки удовлетворяют уравнению (**), то эта 
точка равноудалена от точек А х и А 2, а значит, при
надлежит прямой Н. Таким образом, уравнение (**) 
является уравнением прямой Н. Если в этом уравне
нии раскрыть скобки и перенести все члены уравне
ния в левую его часть, то оно примет вид:
2(о2 -  ах)х + 2(Ь2 -  Ьх)у + (а* + Ьх -  а \ -  Ь2) = 0.

Обозначая 2 (а 2 -  а х) = а, 2(Ь2 -  Ьх) = Ь, 
а 1 + Ь\ ~ а \ -  Ь\ = с, получаем уравнение (*). По 
крайней мере одно из чисел а, Ь не равно нулю, так 
как точки А х и А 2 различны. Утверждение доказано.

Задача (35).
Составьте уравнение прямой, которая 

проходит через точки А  (-1 ; 1), В  (1; 0).
Решение.
Как мы знаем, наша прямая имеет урав

нение вида ах + Ьу + с = 0. Точки А  и В  лежат на 
прямой, а значит, их координаты удовлетворяют 
этому уравнению.

Подставляя координаты точек А и В в 
уравнение прямой, получим:

- а  + Ь + с = 0, а + с = 0.
Из этих уравнений можно выразить два 

коэффициента, например а и Ь, через третий: 
а = -Су Ь = -2 с . Подставляя эти значения а и Ь в 
уравнение прямой, получим: - с х  -  2су + с = 0.

На с можно сократить. Тогда получим:
- х  -  2у + 1 = 0.

Это и есть уравнение нашей прямой.

7 6 . Координаты точки пересечения 
прямых
Пусть заданы уравнения двух прямых:
ах + Ьу + с = 0,
а1х  + Ъ\У + сх = 0.

Найдем координаты их точки пересечения.
Так как  точка пересечения (х; у) принад

лежит каждой из прямых, то ее координаты удов
летворяю т и первому и второму уравнению . По
этому координаты точки пересечения являю тся ре



шением системы уравнений, задающих прямые. Рас
смотрим пример.

Пусть уравнениями данных прямых будут:
Зх -  у  + 2 = О,
Ъх -  2у + 1 = 0.

Реш ая эту систему уравнений, находим х  = -3 ,  
у  = -7 . Точка пересечения прямых (-3 ; -7 ).

Задача (43).
Докажите, что прямые, задаваемые урав

нениями у = к х  + 11у у  = кх  + 12, при 1Х *  12 парал
лельны.

Решение.
Допустим, прямы е не параллельны , а 

значит, пересекаются в некоторой точке (д^; у х). Так 
как  точка пересечения принадлежит каждой из пря
мых, то для нее

у 1 = к х х + 1Х,
У\ = к х х + 12.

Вычитая эти равенства почленно, имеем 0 = 1г -  12. 
А это противоречит условию (1г ^  12). Мы пришли к 
противоречию. Утверждение доказано.

77 . Расположение прямой
относительно системы координат
Выясним, как  расположена прямая отно

сительно осей координат, если ее уравнение
ах + Ьу + с = 0

имеет тот или иной частный вид.
1. а = 0, Ь ^  0. В этом случае уравнение

прямой можно переписать так: У = ~ • Таким об
разом, все точки прямой имеют одну и ту же орди
нату (-4~); следовательно, прям ая параллельна оси

х  (рис. 177, а). В частности, если с = 0, то прямая 
совпадает с осью х.

2. Ь = 0, а ^  0. Этот случай рассматри
вается аналогично. П рям ая  п араллельн а оси у  
(рис. 177, б) и совпадает с ней, если и с = 0.

3. с = 0. П рям ая проходит через начало 
координат, так как координаты (0; 0) удовлетворя
ют уравнению прямой (рис. 177, в).

а)

б)

О

О

в)

Рис. 177
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Задача (45).
Составьте уравнение прямой, которая па

раллельна оси х  и проходит через точку (2; -3 ).
Решение.
Так как  прямая параллельна оси *, т о  

она имеет уравнение вида у  + с = 0.
Так как  точка (2; -3 )  лежит на прямой, 

то ее координаты удовлетворяют этому уравнению: 
-3  + с = 0. Отсюда с = 3. Следовательно, уравнение 
прямой у  + 3 = 0.

7 8 . Угловой коэффициент в уравнении 
прямой
Если в общем уравнении прямой а х  + 

+ Ьу + с = 0 коэффициент при у  не равен нулю, 
то это уравнение можно разрешить относительно у. 
Получим:

а сУ = —г  х •* ъ ъ

Или, обозначая -  т - = &, -  4 ~= 1> получим: у  = кх  + I.0 0
Выясним геометрический смысл коэффи

циента к в этом уравнении.
Возьмем две точки на прямой А  (х г; у г), 

В (х2; у2) (х1 < х 2). Их координаты удовлетворяют 
уравнению прямой:

У\ = к х х + I, у2 = к х2 + I.
Вычитая эти равенства почленно, полу

чим у2 -  у х = к(х2 -  х г). Отсюда
У2- У\к =
х 2 ~  Х 1

178, а,

В случае,
Уг~ у 1

= Н е 

представленном на рисунке

х 2 ~  Х 1

В случае, представленном на рисунке

178, 6 ,^ - г р -  —  1*а.2 1
Таким образом, коэффициент к в уравне

нии прямой с точностью до знака равен тангенсу 
острого угла, который образует прямая с осью х.

Коэффициент к в уравнении прямой на
зывается угловым коэффициентом прямой.

а)

Д г карт оны  координат ы  
ни плискост и



7 9 . График линейной функции
При построении графиков ф ункций на 

уроках алгебры вы, наверное, заметили, что графи
ком линейной функции является прямая. Теперь мы 
докажем это.

Пусть у = а х  + Ь — данная линейная 
функция. Докажем, что ее графиком является пря
мая.

Д ля данной функции если х  = 0, то 
у = Ь, если * = 1 ,  то у = а + Ь. Поэтому графику 
функции принадлежат точки (0; Ь) и (1; а + Ь). Со
ставим уравнения прямой, проходящ ей через эти 
точки, вида

у = кх  + I.
Так как  указанные точки графика лежат 

на прямой, то их координаты удовлетворяют урав
нению прямой:

Ь = к • 0 + I,
й + & = А '1  + /.
Отсюда находим I = Ь, к = а. Итак, на

ш а прямая имеет уравнение
у = ах + Ь.
Значит, уравнению прямой удовлетворя

ют все точки граф ика, т. е. графиком линейной 
функции является прямая.

8 0 . Пересечение прямой 
с окружностью
Рассмотрим вопрос о пересечении прямой 

с окружностью. Пусть Д — радиус окружности и 
(1 — расстояние от центра окружности до прямой. 
Примем центр окружности за начало координат, а 
прямую, перпендикулярную к  данной ,— за ось х  
(рис. 179). Тогда уравнением окружности будет 
х 2 + у2 = Д2, а уравнением прямой х  = й.

Д ля того чтобы прямая и окружность пе
ресекались, надо, чтобы система двух уравнений

х 2 +  у 2 =  Д 2, х  =  Л

имела решение. И обратно: всякое решение этой си
стемы дает координаты х , у  точки пересечения пря
мой с окружностью. Реш ая нашу систему, получим:

х  =  с 1 , у  =  ± ^ Е 2 —  а 2 .

к = а
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Из выражения для у  видно, что система 
имеет два решения, т. е.
окружность и прям ая имеют две точки пересечения, 
если К > Л (рис. 179, а).

Система имеет одно решение, т. е.
п рям ая  и окружность касаю тся, если Я  =  Л 
(рис. 179, б).

Система не имеет решения, т. е.
прямая и окружность не пересекаются, если Я < Л 
(рис. 179, в).

Задача (50).
Найдите точки пересечения окружности 

х 2 + у2 = 1 с прямой у  = 2х + 1.
Решение.
Так как  точки пересечения лежат на ок

ружности и на прямой, то их координаты удовлетво
ряют системе уравнений х 2 + у2 = 1, у  = 2х  + 1.

Решим эту систему. Подставим у  из вто
рого уравнения в первое. Получим уравнение для х:

5х2 + 4х  = 0.
Уравнение имеет два корня х г =■ 0 и

4
х  =  -  — . Это абсциссы точек пересечения. Орди-2 б
наты этих точек получим из уравнения прямой, под

ставляя в него х г и х 2. Получаем у х = 1, у = - \ .

И так, точки пересечения прямой и окружности 
(0;

8 1 . Определение синуса, косинуса 
и тангенса для любого угла 
от 0° до 180°
До сих пор значения синуса, косинуса и 

тангенса были определены только для острых углов. 
Теперь определим их для любого угла от 0° до 180°.

Возьмем окружность на плоскости х у  с 
центром в начале координат и радиусом Я  (рис. 180). 
Отложим от положительной полуоси х  в верхнюю 
полуплоскость (полуплоскость, где у  > 0) угол а .

Д е ка р т о в ы  коор<)инапгы 
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Пусть х  и у  — координаты точки А . Значения в т  а, 
сов а и 1% а для острого угла а выражаются через 
координаты точки А , а именно:

сое а  = ~ ~ , 81П а  = ~ ~ , а  = .

Определим теперь значения 81п а , сое а 
и ^  а этими формулами для любого угла а. (Для 

а  угол а = 90° исключается.)
При таком определении в т  90° = 1, 

сов 90°= 0, в т  180°= 0, сов 180°= -1 , Ч* 180°= 0.
Считая, что совпадающие лучи образуют 

угол 0°, будем иметь в т  0° = 0, сов 0° = 1, 0° = 0.
Докажем, что

для любого угла а, 0° < а  < 180°, в т  (180° — а) =
= вш а, сов (180° — а) = —сов а. Для угла а  Ф  90°
1^(180° -  а) = -1& а.

Действительно, треугольники ОАВ и 
ОА1В 1 равны по гипотенузе и острому углу 
(рис. 181). Из равенства треугольников следует, что 
А В  = А хВ 1у т . е. у = у х\ ОВ = ОВ1У следовательно, 
х  = - х х. Поэтому

в т  (180° -  а) = = в т  а,

сое (180° -  а) = = -сое а.

Разделив почленно равенство в т  (180° -  а) = в т  а  
на равенство сое (180° -  а ) = -с о е  а, получаем:
1§(180° -  а) = а , что и требовалось доказать.

Контрольные вопросы
1. Объясните, как  определяются координаты точки.
2. Какие знаки у координат точки, если она принадлежит первой 

(второй, третьей, четвертой) четверти?
3. Чему равны абсциссы точек, лежащ их на оси ординат? Чему 

равны ординаты точек, лежащ их на оси абсцисс? Чему равны 
координаты начала координат?

4. Выведите формулы для координат середины отрезка.
5. Выведите формулу для расстояния между точками.
в. Что такое уравнение фигуры в декартовых координатах?
7. Выведите уравнение окружности.
8. Докажите, что прямая в декартовых координатах имеет урав

нение вида ах + Ьу + с = 0.
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9. Как найти координаты точек пересечения двух прямых, если 
заданы уравнения этих прямых?

10. Как расположена прямая, если в ее уравнении коэффициент 
а = 0 (Ь = 0, с = 0)?

11. Что такое угловой коэффициент прямой и каков его геометри
ческий смысл?

12. Докажите, что график линейной функции — прямая.
13. При каком условии прямая и окружность не пересекаются в 

двух точках, касаются?
14. Дайте определения синуса, косинуса и тангенса для любого уг

ла от 0° до 180°.
15. Д окаж ите, что для любого угла а (0° < а < 180°) 

в т  (180°- а) = з т  а, сое (1 8 0 °- а) = -сое а, 4§(180°- а) = 
= а .

Задачи
Пункт 71

1. Проведите оси координат, выберите единицу длины на осях, 
постройте точки с координатами: (1; 2), ( -2 ; 1), (-1 ; -3 ) , 
(2; - 1).

2. Возьмите наудачу четыре точки на плоскости ху. Найдите ко
ординаты этих точек.

3. На прямой, параллельной оси х , взяты две точки. У одной из 
них ордината у  = 2. Чему равна ордината другой точки?

4. Па прямой, перпендикулярной оси х , взяты две точки. У одной 
из них абсцисса х  = 3. Чему равна абсцисса другой точки?

5. Из точки А  (2; 3) опущен перпендикуляр на ось х. Найдите 
координаты основания перпендикуляра.

в. Через точку А  (2; 3) проведена прямая, параллельная оси х. 
Найдите координаты точки пересечения ее с осью у.

7. Найдите геометрическое место точек плоскости ху , для кото
рых абсцисса х  = 3.

8. Найдите геометрическое место точек плоскости ху , для кото
рых Ы = 3.

9. Даны точки А  (-3 ; 2) и В (4; 1). Докажите, что отрезок А В  пе
ресекает ось ординат, но не пересекает ось абсцисс.

10. Какую из полуосей оси у  (положительную или отрицательную) 
пересекает отрезок А В  в предыдущей задаче?

11. Найдите расстояние от точки (-3 ; 4) до: 1) оси х; 2) оси у.

Пункт 72
12. Найдите координаты середины отрезка А В , если: 1) А (1; -2 ),

В  (5; 6); 2) А  (-3 ; 4), В  (1; 2); 3) А  (5; 7), В  (-3 ; -5 ).
13. Точка С — середина отрезка А В . Найдите координаты второго

конца отрезка А В , если: 1) А  (0; 1), С (-1 ; 2); 2) А  (-1 ; 3), 
С (1; -1 ); 3) А  (0; 0), С (-2 ; 2).
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14. Докажите, что четырехугольник АВС Б  с вершинами в точках 
А (-1 ; -2 ), В (2; -5 ), С (1; -2 ), Б  (-2 ; 1) является параллело
граммом. Найдите точку пересечения его диагоналей.

15. Даны три вершины параллелограмма АВСБ'. А (1; 0), В  (2; 3), 
С (3; 2). Найдите координаты четвертой вершины Б  и точки 
пересечения диагоналей.

16. Найдите середины сторон треугольника с вершинами в точках 
О (0; 0), А  (0; 2), В  (-4 ; 0).

Пункт 73
17. Даны три точки А (4; -2 ), В  (1; 2), С (-2 ; 6). Найдите рассто

яния между этими точками, взятыми попарно.
18. Докажите, что точки А, В, С в задаче 17 лежат на одной пря

мой. К акая из них лежит между двумя другими?
19. Найдите на оси х  точку, равноудаленную от точек (1; 2) и 

(2 ; 3).
20. Найдите точку, равноудаленную от осей координат и от точки 

(3; 6).
21. Докажите, что четырехугольник АВС Б  с вершинами в точках 

А (4; 1), В  (0; 4), С (-3 ; 0), Б  (1; -3 )  является квад
ратом.

22. Докажите, что четыре точки (1; 0), (-1 ; 0), (0; 1), (0; -1 ) яв
ляются вершинами квадрата.

Пункт 74
23. Какие из точек (1; 2), (3; 4), (-4 ; 3), (0; 5), (5; -1 )  лежат на 

окружности, заданной уравнением х 2 + у2 = 25?
24. Найдите на окружности, заданной уравнением х 2 + у2 = 169, 

точки: 1) с абсциссой 5; 2) с ординатой -1 2 .
25. Даны точки А (2; 0) и В (-2 ; 6). Составьте уравнение окруж 

ности, диаметром которой является отрезок АВ.
26. Даны точки А (-1 ; -1 )  и С (-4 ; 3). Составьте уравнение окруж 

ности с центром в точке С, проходящей через точку А.
27. Найдите центр окружности на оси я, если известно, что ок

ружность проходит через точку (1; 4) и радиус окружности ра
вен 5.

28. Составьте уравнение окружности с центром в точке (1; 2), ка
сающейся оси х .

29. Составьте уравнение окружности с центром (-3 ; 4), проходя
щей через начало координат.

30. К акая геометрическая фигура задана уравнением
а2 ь2

х 2 + у2 + ах + Ьу + с = 0, - ^  + - ^ - - 0  0?
31. Найдите координаты точек пересечения двух окружностей: 

х 2 + у2 = 1, х 2 + у2 -  2х + у  -  2 = 0.
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32. Найдите координаты точек пересечения окружности х 2 + у2 -  
- 8 х - 8 у  + 7 = 0 с  осью х.

33. Докажите, что окружность х 2 + у2 + 2ах  + 1 = 0, \а\ > 1, не 
пересекается с осью у.

34. Докажите, что окружность х 2 + у2 + 2ах  = 0 касается оси у, 
а *  0.

Пункт 75
35. Составьте уравнение прямой, которая проходит через точки 

А (-1 ; 1), В  (1; 0).
36. Составьте уравнение прямой АВ, если: 1) А  (2; 3), В  (3; 2);

2) А (4; -1 ), В  (-6 ; 2); 3) А (5; -3 ), В  (-1 ; -2 ).
37. Составьте уравнения прямых, содержащих стороны треуголь

ника ОАВ в задаче 16.
38. Чему равны коэффициенты а  и & в уравнении прямой 

ах + Ьу = 1, если известно, что она проходит через точки (1; 2) 
и (2; 1)?

39. Найдите точки пересечения с осями координат прямой, задан
ной уравнением:
1) х  + 2у + 3 = 0; 2) Зх + 4у  = 12;
3) 3* -  2у + 6 = 0; 4) 4х -  2у -  10 = 0.

Пункт 76
40. Найдите точку пересечения прямых, заданных уравнениями:

1) х  + 2у + 3 = 0, 4х  + 5у + 6 = 0;
2) Зх -  у  -  2 = 0, 2х  + у  -  8 = 0;
3) 4х  + Ъу + 8 = 0, 4х  -  2у -  6 = 0.

41. Докажите, что три прямые х  + 2у = 3, 2х -  у  = 1 и Зх  + 
+ у  = 4 пересекаются в одной точке.

42. Найдите координаты точки пересечения медиан треугольника 
с вершинами (1; 0), (2; 3), (3; 2).

43. Докажите, что прямые, заданные уравнениями у = кх  + 11У 
у = кх  + 12, при 1г ^  12 параллельны.

44. Среди прямых, заданных уравнениями, укаж ите пары парал
лельных прямых:
1) х  + у  = 1; 2) у  = х  -  1; 3) х  -  у  = 2;
4) у  = 4; 5) у  = 3; 6) 2х  + 2у + 3 = 0.

Пункт 77
45. Составьте уравнение прямой, которая параллельна оси у  и про

ходит через точку (2; -3 ).
46. Составьте уравнение прямой, параллельной оси х  и проходя

щей через точку (2; 3).
47. Составьте уравнение прямой, проходящей через начало коор

динат и точку (2; 3).
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Пункт 78
48. Найдите угловые коэффициенты прямых из задачи 39.
49. Найдите острые углы, которые образует заданная прямая с 

осью х :
1) 2у = 2х + 3; 2 ) х ^ 1 з - у  = 2; 3 ) х + у ^ З + 1  = 0.

Пункт 80
60. Найдите точки пересечения окружности х 2 + у 2 = 1 с 

прямой:
1) у  = 2х  + 1; 2) у  = х  + 1;
3) у  = Зд: + 1; 4) у = кх  + 1.

51. При каких значениях с прямая х  +  у +  с =  О и  окружность 
х 2 + у 2 = 1: 1) пересекаются; 2) не пересекаются; 3) каса
ются?

Пункт 81
52. Найдите синус, косинус и тангенс углов: 1) 120°; 2) 135°;

3) 150°.
53. Найдите: 1) з т  160°; 2) соз 140°; 3) 130°.
54. Найдите синус, косинус и тангенс углов: 1) 40°; 2) 14°36';

3) 70°20'; 4) 30°16'; 5) 130°; 6) 150°30'; 7) 150°33'; 8) 170°28\
55. Найдите углы, для которых: 1) з т  а  = 0,2; 2) соз а  = -  0,7;

3) а  = -  0,4.
56. Найдите з т  а  и а , если:

1) со за  = - |- ; 2) соз а = -  0,5;

^  уГз
3) со за  = — 4) соза  =

57. Найдите соз а и а, если:

1) з т  а = 0,6, 0° < а < 90°; 2) з т а = | ,  90° < а < 180°;

3) з т а = - р ,  0° < а < 180°.
\2

558. Известно, что а = — — . Найдите з т  а и соз а.

369. Постройте угол а, если известно, что з т  а  = — .
О

360. Постройте угол а , если известно, что со за  = ~ — .
О

61. Докажите, что если соз а = соз р, то а = р.
62. Д окаж ите, что если з т  а = з т  р, то либо а = Р, либо

а  = 180° -  р.
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Движение

8 2 . Преобразования фигур
Если каждую точку данной фигуры сме

стить каким-нибудь образом, то мы получим новую 
фигуру. Говорят, что эта фигура получена преобра
зованием из данной (рис. 182).

Преобразование одной фигуры в другую 
называется движением, если оно сохраняет расстоя
ние между точками, т. е. переводит любые две точ
ки X  и У одной фигуры в точки X ' и У' другой фи
гуры так, что ХУ = Х 'У ' (рис. 183).

Замечание.
Понятие движения в геометрии связано с 

обычным представлением о перемещении. Но если, 
говоря о перемещении, мы представляем себе непре
рывный процесс, то в геометрии для нас будут 
иметь значение только начальное и конечное поло
жения фигуры.

Пусть фигура Р  переводится движением 
в фигуру Р \  а фигура Р' переводится движением в 
фигуру Р" (рис. 184). Пусть при первом движении 
точка X  фигуры Р  переходит в точку X ' фигуры Р \  
а при втором движении точка X '  фигуры Р' перехо
дит в точку X "  фигуры Р". Тогда преобразование 
фигуры Р  в фигуру Р”, при котором произвольная 
точка X  фигуры Р  переходит в точку X "  фигуры Р", 
сохраняет расстояние между точками, а значит, так
же является движением. Это свойство движения вы
ражают словами:
два движения, выполненные последовательно, дают 
снова движение.

Пусть преобразование фигуры Р  в фигу
ру Р' переводит различные точки фигуры Р  в раз
личные точки фигуры Р' (см. рис. 182). Пусть про-

р Р '

Рис. 182

Рис. 183
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извольная точка X  фигуры Р  при этом преобразо
вании переходит в точку X '  фигуры Р'. Преобразо
вание фигуры Р' в фигуру Р, при котором точка X ' 
переходит в точку X, называется преобразованием, 
обратным данному. Движение сохраняет расстояние 
между точками, поэтому переводит различные точ
ки в различные. Очевидно,
преобразование, обратное движению, такж е являет
ся движением.

8 3 . Свойства движения 
Теорема

■ и
Точки, лежащ ие на прямой, при движении перехо
дят в точки, лежа!цие на прямой, и сохраняется по
рядок их взаимного расположения.

Это значит, что если точки А, В, С, ле
жащ ие на прямой, переходят в точки Ах, Вх, Сх, то 
эти точки такж е лежат на прямой; если точка В ле- А
ж ит между точками А и С, то точка В 1 лежит меж
ду точками А г и Сх.

Доказательство.
Пусть точка В  прямой АС лежит между 

точками А и С. Докажем, что точки Ах, Вх, Сх ле
ж ат на одной прямой.

Если точки Ах, В х, Сг не лежат на пря
мой, то они являются вершинами треугольника. По
этому АХСХ < А1В1 + В1С1. По определению движе
ния отсюда следует, что АС < А В  + ВС. Однако по 
свойству измерения отрезков АС = АВ + ВС.

Мы приш ли к противоречию. Значит, 
точка В -1 лежит на прямой А1С1. Первое утвержде
ние теоремы доказано.

П окаж ем теперь, что точка В 1 леж ит 
между точками А х и Сх. Допустим, что точка А х 
лежит между точками В 1 и С1. Тогда А 1В 1 + А 1С1 =
=В 1С1, и, следовательно, АВ + АС = ВС. Но это 
противоречит равенству АВ + ВС = АС. Таким 
образом, точка А 1 не может лежать между точка
ми В х и Сх.

Аналогично доказывается, что точка С1 
не может лежать между точками Ах и В х. Рис.
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Так как  из трех точек А 1У В 1У Сг одна ле
ж ит между двумя другими, то этой точкой может 
быть только В х. Теорема доказана полностью.

Из теоремы 9.1 следует, что

при движении прямые переходят в прямые, полу
прям ы е — в полупрямы е, отрезки — в отрезки 
(рис. 185).

Докажем, что

при движении сохраняю тся углы между полупря
мыми.

Пусть А В  и АС  — две полупрямые, исхо
дящ ие из точки А, не лежащ ие на одной прямой 
(рис. 186). При движении эти полупрямые перехо
дят в некоторые полупрямые А 1В 1 и А 1С1. Так как 
движение сохраняет расстояния, то треугольники 
АВС  и А 1В 1С1 равны по третьему признаку равенст
ва треугольников. Из равенства треугольников сле
дует равенство углов ВАС и В1А 1С1, что и требова
лось доказать.

8 4 . Симметрия относительно точки
Пусть О — фиксированная точка и X  — 

произвольная точка плоскости (рис. 187). Отложим 
на продолжении отрезка О Х  за точку О отрезок О Х 'у 
равный О Х. Точка X '  назы вается симметричной 
точке X  относительно точки О. Точка, симметрич
ная точке О, есть сама точка О. Очевидно, что точ
ка, симметричная точке Х 'у есть точка X.

Преобразование фигуры Р  в фигуру Р ’у 
при котором каж дая ее точка X  переходит в точку 
X ', симметричную относительно данной точки О, на
зывается преобразованием симметрии относительно 
точки О. При этом фигуры Р  и Г 'н азы в аю тся  сим
метричными относительно точки О (рис. 188).

Если преобразование симметрии относи
тельно точки О переводит фигуру Р в себя, то она 
называется центрально-симметричной, а точка О на
зывается центром симметрии.

Например, параллелограмм является 
центрально-симметричной фигурой. Его центром 
симметрии является точка пересечения диагоналей 
(рис. 189).

Рис. 186

о X' 
—•

Рис. 187
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Теорема

Преобразование симметрии относительно точки яв
ляется движением.

Доказательство.
Пусть X  и У  — две произвольные точки 

фигуры Р  (рис. 190). Преобразование симметрии от
носительно точки О переводит их в точки X '  и У'. 
Рассмотрим треугольники ХО У  и Х ’О У . Эти тре
угольники равны по первому признаку равенства 
треугольников. У них углы при вершине О равны 
как вертикальные, а О Х = О Х', ОУ = О У  по опре
делению симметрии относительно точки О. Из ра
венства треугольников следует равенство сторон: 
Х У  = Х 'У .  А  это значит, что симметрия относитель
но точки О есть движение. Теорема доказана.

8 5 . Симметрия относительно прямой
Пусть 8  — фиксированная прям ая

(рис. 191). Возьмем произвольную точку X  и опус
тим перпендикуляр А Х  на прямую §. На продолже
нии перпендикуляра за точку А  отложим отрезок 
А Х ', равный отрезку А Х . Точка X '  называется сим
метричной точке X  относительно прямой Если 
точка X  леж ит на прямой §, то симметричная ей 
точка есть сама точка X .  Очевидно, что точка, сим
метричная точке X ', есть точка X.

Преобразование фигуры Р  в фигуру Р ', 
при котором каж дая ее точка X  переходит в точку 
X ', симметричную относительно данной прямой д, 
называется преобразованием симметрии относитель
но прямой д. При этом фигуры Р  и Р '  называются 
симметричными относительно прямой д  (рис. 192).

8

X А X '

8

Р '

Рис. 190

Рис. 191 Рис. 192
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Рис. 194 Рис. 195

Если преобразование симметрии отно
сительно прямой 8  переводит фигуру Р  в себя, то 
эта фигура называется симметричной относительно 
прямой 8* а прямая 8  называется осью симметрии 
фигуры.

Например, прямы е, проходящ ие через 
точку пересечения диагоналей прямоугольника па
раллельно его сторонам, являются осями симметрии 
прямоугольника (рис. 193). Прямые, на которых ле
ж ат диагонали ромба, являются его осями симмет
рии (рис. 194).

Теорема
9.3

П реобразование симметрии относительно прямой 
является движением.

Доказательство.
Примем данную прямую за ось у  декар

товой системы координат (рис. 195). Пусть произ
вольная точка А  (дс; у) фигуры Р переходит в точку 
А' (х'; у') фигуры Р'. Из определения симметрии от
носительно прямой следует, что у точек А  и А ' рав
ные ординаты, а абсциссы отличаются только зна
ком: х  = - х .

Возьмем две произвольные точки
^  У\) и в  (х 2 * Уг)' Они перейдут в точки
А  (~х 1> У\) и в> ("* 2; З^-

Имеем:
А В 2 = (х2 ~ х х)2 + (у 2 -  у х)2,
А'В '2 = (~х2 -I- х х)2 + (у2 -  у г)2.
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Отсюда видно, что А В  = А В А это значит, что пре
образование симметрии относительно прямой есть 
движение. Теорема доказана.

8 6 . Поворот
Поворотом плоскости около данной точ

ки называется такое движение, при котором к аж 
дый луч, исходящий из этой точки, поворачивается 
на один и тот же угол в одном и том же направле
нии (рис. 196). Это значит, что если при повороте 
около точки О точка X  переходит в точку X ', то лу
чи О Х  и О Х' образуют один и тот же угол, какова 
бы ни была точка X .  Этот угол называется углом по
ворота. Преобразование фигур при повороте плоско
сти такж е называется поворотом.

Задача (25).
1) Постройте точку А г, в которую перехо

дит точка А  при повороте около точки О на угол 60° 
по часовой стрелке.

2) Постройте фигуру, в которую перехо
дит отрезок А В  при повороте около точки О на угол 
60° по часовой стрелке.

Решение.
1) Проведем луч ОА и построим луч ОМ  

так, что /А О М  = 60° (рис. 197, а). Отложим на лу
че ОМ  отрезок ОА1г равный отрезку ОА. Точка А х 
является искомой.

2) Построим точки А 1 и Б х, в которые пе
реходят при заданном повороте точки А и В, явля
ющиеся концами отрезка А В  (рис. 197, б). Отрезок 
А 1В 1 является искомым, поскольку при повороте от
резок переходит в отрезок.

8 7 . Параллельный перенос 
и его свойства
Наглядно параллельный перенос опреде

ляется как  преобразование, при котором точки сме
щаются в одном и том же направлении на одно и то 
же расстояние (рис. 198). Такое определение не яв
ляется математически строгим, потому что в нем 
употребляется выражение «в одном и том ж е на
правлении», которое само нуждается в точном опре
делении. В связи с этим параллельному переносу мы 
дадим другое, отвечающее тому ж е наглядному 
представлению, но уже строгое определение.

X'

О — ти
Рис. 196

а)
О
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Введем на плоскости декартовы коорди
наты х у у. Преобразование фигуры Р> при котором 
произвольная ее точка (х ; у) переходит в точку 
(х + а; у  + Ь), где а и Ъ — одни и те же для всех 
точек (л:; у )у назы вается п араллельны м  перено
сом (рис. 199). Параллельный перенос задается фор
мулами

х' = х  + а, у' = у  + Ъ.
Эти формулы выражают координаты х', 

у' точки, в которую переходит точка (дс; у) при па
раллельном переносе.
Параллельный перенос есть движение.
Действительно, две произвольные точки А  (д:1; у г) и 
В (х2; у 2) переходят при параллельном переносе в 
точки А' (хг + а; у х + Ь), В ’ (х 2 + а; у 2 + Ь). 

Поэтому
А В 2 = (х2 -  х х)2 + (у2 -  у х)2у 
А В '2 = (х2 -  х г)2 + (у 2 -  у х)2.

Отсюда А В  = А В '.
Таким образом, параллельны й перенос 

сохраняет расстояния, а значит, является движени
ем, что и требовалось доказать.

Название «параллельный перенос» оправ
дывается тем, что
при параллельном  переносе точки смещ аю тся по 
параллельным (или совпадающим) прямым на одно 
и то же расстояние.
Действительно, пусть точки А  (лгх; уг) и В  (х2; у2) пе
реходят в точки А  (хх + а; у г + Ь) и В' (х 2 + а; у2 + Ь) 
(рис. 200). Середина отрезка А В ' имеет координаты

у 1 + у2 +Ь
У = ----- 5------•

Х 1 +  х 2 + аX =

Те же координаты имеет и середина отрезка А'В. От
сюда следует, что диагонали четы рехугольника 
АА'В'В  пересекаются и точкой пересечения делятся 
пополам. Значит, этот четырехугольник — паралле
лограмм. А у параллелограмма противолеж ащ ие 
стороны А А  и В В ' параллельны и равны.

Заметим, что у параллелограмма АА'В'В  
параллельны и две другие противолежащие сторо
ны — А В  и А В '.  Отсюда следует, что

А

Рис. 200
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при параллельном переносе прямая переходит в па
раллельную прямую (или в себя).

Замечание.
В предыдущем доказательстве предпола

галось, что точка В  не лежит на прямой АА'. В слу
чае, когда точка В  лежит на прямой АА', точка В' 
тоже леж ит на этой прямой, так как  середина 
отрезка А В ' совпадает с серединой отрезка ВА' 
(рис. 201). Значит, все точки А, В, А', В ' лежат на 
одной прямой. Далее,

Л А '=Л /(л1 + а - х г)2 + (у1 + Ь - у 1)2 =^1а2 + Ь2 ,

В В ' =V (х 2 + а -  х $  + (у2 + Ь -  у $  =^1а2 + Ь2 .

Таким образом, в этом случае точки А и 
В  смещаются по прямой А В  на одно и то же рассто-

8 8 . Существование и единственность 
параллельного переноса 
Теорема

Каковы бы ни были две точки А и А', существует 
один и только один параллельный перенос, при ко
тором точка А переходит в точку А '.

Доказательство.
Начнем с доказательства существования 

параллельного переноса, переводящего точку А в 
точку А'. Введем декартовы координаты на плоско
сти. Пусть а 19 а2 — координаты точки А и а \ ,  
а'2 — координаты точки А'. Параллельный перенос, 
заданный формулами

х' = х  + а \  -  а19 у ’ = у  + а'2 -  а 2,
переводит точку А в точку А'. Действительно, при 
х  = а х и у  = а2 получаем х' = а \ ,  у' = а'2.

Докажем единственность параллельного 
переноса, переводящего точку А в точку А'. Пусть 
X  — произвольная точка фигуры и X ' — точка, в 
которую она переходит при параллельном переносе
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(рис. 202). Как мы знаем, отрезки Х А  и А Х ' имеют 
общую середину О. Задание точки X  однозначно оп
ределяет точку О — середину отрезка А Х .  А точки 
А и О однозначно определяют точку X ', так как  точ
ка О является серединой отрезка А Х '.  Однознач
ность в определении точки X ' и означает единствен
ность параллельного переноса.

Теорема доказана полностью.
Задача (30).
При параллельном переносе точка (1; 1) 

переходит в точку (-1 ; 0). В какую точку переходит 
начало координат?

Решение.
Любой параллельны й перенос задается

формулами
х' = х  + а , у' = у  + Ь.

Так как  точка (1; 1) переходит в точку 
(-1 ; 0), то -1  = 1 + а, 0 = 1 + Ь. Отсюда а = -2 , 
Ь = - 1. Таким образом, наш параллельный перенос, 
переводящий точку (1; 1) в точку (-1 ; 0), задается 
формулами х' = х  -  2, у' = у  -  1. Подставляя в эти 
формулы координаты начала (х  = 0, у  = 0), полу
чим х  = -2 , у' = -1 . И так, начало координат пере
ходит в точку (-2 ; -1 ).

8 9 . Сонаправленность полупрямых
Две полупрямые называются одинаково 

направленны м и или сонаправленны м и, если они 
совмещаются параллельным переносом, т. е. сущест
вует параллельный перенос, который переводит од
ну полупрямую в другую.
Если полупрямы е а и Ь одинаково направлены  
и полупрямые Ь и с одинаково направлены, то по
лупрям ы е а  и с тоже одинаково направлены
(рис. 203).

Действительно, пусть параллельный пе
ренос, задаваемый формулами

х' = х  + т, у' = у  + л, (*)
переводит полупрямую а в полупрямую Ь, а парал
лельный перенос, задаваемый формулами

х" = х' + т 19 у" = у' + п 19 (**)
переводит полупрямую Ъ в полупрямую с.
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Рассмотрим параллельный перенос, зада
ваемый формулами

х" = х  + т + т 1У у" = у  + п + п г. (***)

Утверждаем, что этот параллельный перенос перево
дит полупрямую а в полупрямую с. Докажем это.

Пусть (х; у) — произвольная точка полу
прямой а. Точка (х  + т; у  + п) принадлежит по
лупрямой Ь согласно формулам (*). Так как  точка 
(х  + т ;  у  + п) принадлежит полупрямой Ъ, то со
гласно формулам (**) точка (х  + т  + т х\ у  + п 4- п^) 
принадлежит полупрямой с.

Таким образом, параллельный перенос, 
задаваемый формулами (***), переводит полупря
мую а в полупрямую с. А это значит, что полупря
мые а и с одинаково направлены, что и требовалось 
доказать.

Две полупрямые называются противопо
ложно направленными, если каж дая из них одина
ково направлена с полупрямой, дополнительной к 
другой (рис. 204).

Задача (32).
Прямые АН и СП параллельны. Точки А  

и  П леж ат по одну сторону от секущей ВС. Докаж и
те, что лучи ВА  и СП одинаково направлены.

Решение.
Подвергнем луч СП параллельному пе

реносу, при котором точка С переходит в точку В  
(рис. 205). При этом прямая СП совместится с пря
мой ВА. Точка П, смещаясь по прямой, параллель
ной СП, остается в той же полуплоскости относитель
но прямой ВС.

Поэтому луч СП совместится с лучом ПА, 
а значит, эти лучи одинаково направлены.

9 0 . Равенство фигур
Две фигуры называются равными, если 

они движением переводятся одна в другую.
Д ля обозначения равенства фигур ис

пользуется обычный знак равенства. Запись Р = Р ' 
означает, что фигура Р  равна фигуре Р'. В записи 
равенства треугольников: ДАПС = ДА1П1С1 — пред
полагается, что совмещаемые при движении верши
ны стоят на соответствующих местах. При таком ус
ловии
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равенство треугольников, определяемое через их 
совмещение движением, и равенство, как  мы его по
нимали до сих пор, выражаю т одно и то же.

Это значит, что если у двух треугольни
ков соответствующие стороны равны и соответству
ющие углы равны, то эти треугольники совмещают
ся движением.

И обратно: если два треугольника совме
щаются движением, то у них соответствующие сто
роны равны и соответствующие углы равны. Дока
жем оба эти утверждения.

Пусть треугольник АВС совмещ ается 
движением с треугольником А1В 1С1, причем верши
на А  переходит в вершину А г, В  — в В х и С — в Сг. 
Так как  при движении сохраняются расстояния и 
углы , то для наш их треугольников А В  = А1В 1, 
ВС = В хСХу АС = А хСХу АА = АА: , АВ = АВХ, 
АС = АСХ.

Пусть теперь у треугольников АВС  и 
А ХВ ХСХ А В  = А хВ Ху ВС = В 1С1, АС = А1С1, АА = ААХ, 
АВ = АВг, АС = АСХ. Докажем, что они совмеща
ются движением, причем верш ина А переходит в 
вершину А 19 В  — в В 19 С — в Сх.

Подвергнем треугольник АВС преобразо
ванию симметрии относительно прямой а, перпенди
кулярной к отрезку А А Х и проходящей через его се
редину (рис. 206). Получим треугольник А ХВ 2С2. 
Если точки В х и В2 различны, то подвергнем его сим
метрии относительно прямой Ь, которая проходит че
рез точку А х и перпендикулярна к прямой В ХВ 2. По
лучим треугольник А1В1С3.

Если точки Сх и С3 леж ат по одну сторо
ну от прямой А хВ 1у то они совпадают. Действитель
но, так как углы В ХА ХСХ и В 1А1С3 равны, то лучи 
А ХСХ и А ХС3 совпадают, а так как  отрезки А ХСХ и 
А ХС3 равны, то совпадают точки Сх и С3. Таким об
разом, треугольник АВС движением переведен в тре
угольник А1В 1С1.

Если точки Сх и С3 лежат по разные сто
роны от прямой А хВ 1у то для доказательства надо 
еще применить симметрию относительно прямой 
А 1В 1 .

С/С*)

А,

Сг

. /

С

\

а

В

Рис. 206
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Контрольные вопросы
1. Какое преобразование фигуры называется движением?
2. Докажите, что точки, лежащ ие на прямой, при движении пе

реходят в точки, лежащие на прямой, и сохраняется порядок 
их взаимного расположения.

3. Во что переходят прямые, полупрямые, отрезки при движении?
4. Докажите, что при движении сохраняются углы.
5. Объясните, какие точки называются симметричными относи

тельно данной точки.
6. Какое преобразование называется симметрией относительно 

данной точки?
7. К акая фигура называется центрально-симметричной?
8. Что такое центр симметрии фигуры? Приведите пример цент

рально-симметричной фигуры.
9. Докажите, что симметрия относительно точки есть движение.

10. Какие точки называются симметричными относительно данной 
прямой?

11. Какое преобразование называется симметрией относительно 
данной прямой?

12. К акая фигура называется симметричной относительно данной 
прямой?

13. Что такое ось симметрии фигуры? Приведите пример.
14. Докажите, что симметрия относительно прямой есть движение.
15. Какое движение называется поворотом?
16. Что такое параллельный перенос?
17. Какие вы знаете свойства параллельного переноса?
18. Докажите существование и единственность параллельного пе

реноса, переводящего данную точку в другую данную точку.
19. Какие полупрямые называются одинаково направленными?
20. Докажите, что если полупрямые а и Ь одинаково направлены 

и полупрямые Ь и с одинаково направлены, то полупрямые а 
и с тоже одинаково направлены.

21. Какие полупрямые называются противоположно направленны
ми?

22. Какие фигуры называются равными?

Задачи
Пункт 83

1. Докажите, что при движении параллелограмм переходит в па
раллелограмм .

2. В какую фигуру переходит при движении квадрат? Объясните 
ответ.

Пункт 84
3. Даны точки А  и В. Постройте точку В \  симметричную точке 

В  относительно точки А .
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4. Решите предыдущую задачу, пользуясь только циркулем.
5. Докажите, что центр окружности является ее центром симме

трии.
6. При симметрии относительно некоторой точки точка X  пере

ходит в точку X '. Постройте точку, в которую при этой сим
метрии переходит точка У.

7. Может ли у треугольника быть центр симметрии?
8. Докажите, что у параллелограмма точка пересечения диагона

лей является центром симметрии.
9. Докажите, что четырехугольник, у которого есть центр симме

трии, является параллелограммом.
10. Даны пересекающиеся прямые и точка, не лежащ ая на этих 

прямых. Постройте отрезок с концами на данных прямых и 
серединой в данной точке (рис. 207).

11. Что представляет собой фигура, симметричная относительно 
данной точки: 1) отрезку; 2) углу; 3) треугольнику?

Пункт 85
12. Даны точки А, В, С. Постройте точку С', симметричную точ

ке С относительно прямой А В .
13. Решите задачу 12, пользуясь только циркулем.
14. Чему равны координаты точки, симметричной точке (-3 ; 4) от

носительно: 1) оси х; 2) оси у; 3) начала координат?
15. При симметрии относительно некоторой прямой точка X  пере

ходит в точку X '. Постройте точку, в которую при этой сим
метрии переходит точка У.

16. Докажите, что прямая, содержащая биссектрису угла, являет
ся его осью симметрии.

17. Докажите, что прямая, содержащая медиану равнобедренного 
треугольника, проведенную к основанию, является осью сим
метрии треугольника.

18. Докажите, что если у треугольника есть ось симметрии, то:
1) она проходит через одну из его вершин; 2) треугольник рав
нобедренный.

19. Сколько осей симметрии у равностороннего треугольника?

Рис. 207 Рис. 208 Рис. 209
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20. Докажите, что прямые, проходящие че
рез точку пересечения диагоналей прямо
угольника параллельно его сторонам, яв
ляются его осями симметрии (рис. 208).

21. Докажите, что диагонали ромба являю т
ся его осями симметрии.

22. Докажите, что диагонали квадрата и пря
мые, проходящие через точку их пересе
чения параллельно его сторонам, являют
ся осями симметрии квадрата (рис. 209).

23. Докажите, что прямая, проходящая че
рез центр окружности, является ее осью 
симметрии.

24. Даны три попарно пересекающиеся пря- Рис 2ю  
мые а, Ь, с. Как построить отрезок, пер
пендикулярный прямой Ъ, с серединой на
прямой Ь и концами на прямых а и с (рис. 210)? Всегда ли 
задача имеет решение?

Пункт 86
25. 1) Постройте точку А г, в которую переходит точка А  при по

вороте около точки О на угол 60° по часовой стрелке.
2) Постройте фигуру, в которую переходит отрезок А В  при по
вороте около точки О на угол 60° по часовой стрелке.

26. Постройте фигуру, в которую переходит треугольник АВС  при 
повороте его около вершины С на угол 60°.

Пункт 87
27. Даны точки А, В, С. Постройте точку С', в которую переходит 

точка С при параллельном переносе, переводящем точку А  в В.
28. П араллельны й перенос задается формулами х ' = х  + 1, 

у  = у -  1. В какие точки при этом параллельном переносе пе
реходят точки (0; 0), (1; 0), (0; 2)?

29. Найдите величины а и Ъ в формулах параллельного переноса
х' = х  + а, у' = у  + Ьу если известно, что:
1) точка (1; 2) переходит в точку (3; 4); 2) точка (2; -3 )  — в
точку (-1 ; 5); 3) точка (-1 ; -3 )  — в точку (0; -2 ).

Пункт 88
30. При параллельном переносе точка (1; 1) переходит в точку 

(-1 ; 0). В какую точку переходит начало координат?
31. Существует ли параллельный перенос, при котором: 1) точка

(1; 2) переходит в точку (3; 4), а точка (0; 1) — в точку
(-1 ; 0); 2) точка (2; -1 )  переходит в точку (1; 0), а точка
(-1 ; 3) — в точку (0; 4)?
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32.

33.

34.

35.

36.

37.
38.

Пункт 89
Прямые А В  и СП параллельны. Точки А  и П лежат по одну 
сторону от секущей ВС. Докажите, что лучи ВА  и СП одина
ково направлены.
Докажите, что в задаче 32 лучи ВА  и СП противоположно на
правлены, если точки А  и П лежат по разные стороны от се
кущей ВС.
Четырехугольник АВС Б  — параллелограмм. Среди лучей А В , 
ВА, ВС, СВ, СП, ПС, АП, ПА назовите пары одинаково и про
тивоположно направленных лучей.

Пункт 90
Докажите, что отрезки равной длины и углы с равной градус
ной мерой совмещаются движением.
У параллелограммов АВС Б  и А 1В 1С1Б 1 А В  = А1В 1, АП = 
= А гБ г и АА = АА: . Докажите, что параллелограммы равны, 
т. е. совмещаются движением.
Докажите, что ромбы равны, если у них равны диагонали. 
Докажите, что две окружности одинакового радиуса равны.

Векторы

91 • Абсолютная величина 
и направление вектора 
Вектором мы будем называть направлен

ный отрезок (рис. 211). Направление вектора опре
деляется указанием его начала и конца. Н а чертеже 
направление вектора отмечается стрелкой. Для обо
значения векторов будем пользоваться строчными 
латинскими буквами а, Ъ, с, ... . Можно такж е обо
значать вектор указанием  его начала и конца. 
При этом начало вектора ставится на первом месте. 
Вместо слова «вектор» над буквенным обозначе
нием вектора иногда ставится стрелка или черта. 
Вектор на рисунке 211 можно обозначить так: 

а, а или А В , А В
Векторы А В  и СП называются одинаково 

направленными, если полупрямые А В  и СП одина
ково направлены. Векторы А В  и СП называю тся 
противоположно направленными, если полупрямые 
А В  и СП противоположно направлены. На рисунке 
212_векторы а и Ь одинаково направлены, а векто
ры а и с противоположно направлены.

В
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Абсолютной величиной (или модулем) 
вектора называется длина отрезка, изображающего 
вектор. Абсолютная величина вектора а обозначает
ся \а\.

Н ачало вектора может совпадать с его 
концом. Такой вектор будем называть нулевым век
тором. Нулевой вектор обозначается нулем с черточ
кой (0). О направлении нулевого вектора не говорят. 
Абсолютная величина нулевого вектора считается 
равной нулю.

9 2 . Равенство векторов
Два вектора называются равными, если 

они совмещаются параллельным переносом. Это оз
начает, что существует параллельный перенос, кото
рый переводит начало и конец одного вектора соот
ветственно в начало и конец другого вектора.

Из данного определения равенства векто
ров следует, что
равные векторы одинаково направлены и равны по 
абсолютной величине. Обратно: если векторы одина
ково направлены и равны  по абсолютной величине, 
то они равны.

Действительно, пусть АВ и С!) — одина
ково направленные векторы, равные по абсолютной 
величине (рис. 213). Параллельный перенос, перево
дящ ий точку С в точку А, совмещает полупрямую 
СП с полупрямой АВ, так как  они одинаково на
правлены. А так как  отрезки А В  и СП равны, то при 
этом точка П совмещается с точкой В, т. е. парал
лельный перенос переводит вектор СП в вектор АВ.
Значит, векторы АВ и СП равны, что и требовалось 
доказать.

Задача (2).
Четы рехугольник АВСП — параллело

грамм. Докажите равенство векторов АВ и ПС.
Решение.
Подвергнем вектор АВ параллельному пе

реносу, при котором точка А переходит в точку П 
(рис. 214). При этом переносе точка А смещается по 
прямой АП, а значит, точка В  смещается по парал
лельной прямой ВС. П рямая АВ переходит в парал
лельную прямую, а значит, в прямую ПС. Следова
тельно, точка В  переходит в точку С. Таким рпс. 214
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образом, наш параллельный перенос переводит век
тор А В  в вектор .ОС, а значит, эти векторы равны.

Пусть а — вектор и А  — произвольная 
точка. Тогда от точки А  можно отложить один и 
только один вектор а ', равный вектору а.

Действительно, существует единственный 
параллельный перенос, при котором начало вектора 
а переходит в точку А. Вектор, в который перехо
дит при этом вектор а , и есть вектор а'.

Для практического откладывания от дан
ной точки (П) вектора, равного данному (АВ), мож
но воспользоваться задачей 2.

9 3 . Координаты вектора
Пусть вектор а имеет началом точку 

А \ (хх; у х), а концом точку А 2 (лг2; */2). Координата
ми вектора а будем называть числа ах = х 2 -  х и  
а 2 = У2 ~ У\' Координаты вектора будем ставить ря
дом с буквенным обозначением вектора, в данном 
случае а (ах; а2) или просто (ах; а 2). Координаты ну
левого вектора равны нулю.

Из формулы, выражаю щ ей расстояние 
между двумя точками через их координаты, следу
ет, что абсолютная величина вектора с координата
ми ах, а2 равна ^1ах + а \  .

Равные векторы имеют равные соответствующие ко
ординаты. И обратно: если у векторов соответствую
щие координаты равны, то векторы равны.

Действительно, пусть А х (х х; у г) и 
А2 {х 2\ у2) — начало и конец вектора а. Так как  рав
ный ему вектор а' получается из вектора а парал
лельным переносом, то его началом и концом будут 
А \  (хх + с; у х + д)у А '2 (х 2 + с; у 2 + д) соответствен
но. Отсюда видно, что оба вектора а и а ' имеют од
ни и те же координаты: х 2 -  х х, у 2 -  у х.

Докажем теперь обратное утверждение. 
Пусть соответствующие координаты векторов А ХА 2 
и А \А 2 равны. Докажем, что векторы равны.

Пусть х \  и у \  — координаты точки А \ ,  
а х  2-> у '2 — координаты точки А'2. По условию тео
ремы х 2 -  х х = х '2 -  х \ ,  у 2 -  у х = у 2 -  у \ .  Отсюда
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х  2 = х 2 + х \  ~ х х, у'2 = у 2 + у \  ~ У\- Параллельный 
перенос, заданный формулами

х  = х  + х \  -  х Ху у' = у  + у \  -  у х>
переводит точку А х в точку А \ ,  а точку А 2 в точку 
А'2, т. е. векторы А ХА 2 и А \А 2 равны, что и требова
лось доказать.

Задача (7).
Даны три точки А  (1; 1), В  ( -1 ; 0),

С (0; 1). Найдите такую точку П (х; у), чтобы век
торы А В  и СП были равны.

Реш ение._
_ Вектор А В  имеет координаты - 2 ,  -1 .

Вектор СР  имеет координаты х  -  0, у  -  1. Так как 
А В  = СП, то х  -  0 = -2 , у -  1 = -1 . Отсюда нахо
дим координаты точки П: х  = -2 , у  = 0.

9 4 . Сложение векторов _ а (х

Суммой векторов а и & с координатами 
ах, аг и Ьх, Ь2 называется вектор с с координатами
(2̂  ”1“ 2̂»

а (ах; а2) + Ь (Ьх; Ь2) = с (ах + Ьх; а2 + Ь2).
Для любых векторов а (ах; а 2), Ь (Ьх; Ь2), с (с1* сг)

а + Ь = Ь + а , а + (Ъ + с) = (а + Ъ) + с .
Для доказательства достаточно сравнить 

соответствующие координаты векторов, стоящих в 
правой и левой частях равенств. Мы видим, что они ^ 'хз>Уз> 
равны. А  векторы с соответственно равными коорди
натами равны.

Теорема
^  В 61

Рис. 215

ЮЛ
Каковы бы ни были точки А , В г С, имеет место век- 
торное равенство А В  + ВС =  АС._________________

Доказательство.
Пусть А  (хх; у х), В  (х2;_у2)у С (*3; у3) — 

данные точки (рис. 215). Вектор А В  имеет коорди
наты х 2 -  х ХУ у2 -  у Ху вектор ВС имеет координаты
х з ~ х 2> Уз ~ У2- Следовательно, вектор А В  + ВС име
ет координаты х 3 -  х Ху у3 — у х. А  это есть коорди
наты вектора АС. Значит, векторы А В  + ВС и АС 
равны. Теорема доказана.
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Теорема 10.1 дает следующий_ способ по
строения суммы произвольных векторов а та. Ъ. Надо 
от конца вектора а отложить вектор Ъ', равный век
тору Ь. Тогда вектор, начало которого совпадаете на
чалом вектора а , а конец —_с концом вектора Ь', бу
дет суммой двух векторов а та Ь (рис. 216). Такой 
способ получения суммы двух векторов называется 
«правилом треугольника» сложения векторов.

Для векторов с общим началом их сумма 
изображается диагональю параллелограмма, постро
енного на этих векторах («правило параллелограм
ма», рис. 217). Действительно, А В  + ВС = АС у а 
ВС = АО. Значит,

А В  + АО = АС.
Разностью векторов а (аг; а2) та Ь (Ъх\ Ъ2) 

называется такой вектор с (сг; с2), который в сумме 
с вектором Ь дает вектор а:_Ь +_с а. Отсюда на
ходим координаты вектора с = а — Ь:

С\ =  0,\ ~ ^ 1» С2 = 0,2 “  Ь2.

Задача (11).
Даны векторы с общим началом: А В  и АС 

(рис. 218). Докажите, что
АС -  А В  = ВС.
Решение.
Имеем А В  + ВС — АС. А  это значит, что 

АС -  А В  = ВС.
Отсюда получается следующее правило 

для построения разности двух векторов. Чтобы по
строить вектор, равный разности_векторов а и Ьу на
до отложить равные им векторы а' и Ь' от одной точ
ки . Тогда вектор, начало которого совпадает_ с 
концом вектора Ь\ а конец —_с концом вектора а ', 
будет разностью векторов а та Ъ (рис. 219).

Рис. 216

Рис. 218
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95 . Сложение сил
Силу, приложенную к телу, удобно изоб

ражать вектором, направление которого совпадает с 
направлением действия силы, а абсолютная величи
на пропорциональна величине силы. Как показыва
ет опыт, при таком способе изображения сил равно
действующая двух или нескольких сил, 
приложенных к телу в одной точке, изображается 
суммой соответствующих им векторов. На рисунке 
220, а к телу в точке А приложены две силы, изо
браженные векторами а и Ъ. Равнодействую щ ая 
этих сил изображается вектором с = а + Ь.

Представление силы в виде суммы сил, 
действующих в двух заданных направлениях, назы
вается разложением силы по_этим направлениям. 
Так, на рисунке 220, а сила с разложена в сумму 
сил а и Ъ — составляющие силы с . Удобно произ
водить разложение вектора по двум перпендикуляр
ным осям. В этом случае составляющие вектора на
зываются проекциями вектора на оси (рис. 220, б).

Задача (16).
С какой силой Р  надо удержать груз ве

сом Р  на наклонной плоскости, чтобы он не сползал 
вниз (рис. 221)?

Решение.
Пусть О — центр тяжести груза, к кото

рому прилож ена сила Р . Разлож им вектор Р  по 
двум взаимно перпендикулярны м направлениям , 
как показано на рисунке 221. Сила ОА перпендику
лярна наклонной плоскости и не вызывает переме
щения груза. Сила Р , удерживающая груз, должна 
быть равной по величине и противоположной по на
правлению силе ОБ. Поэтому Р = Р  в т  а .

9 6 . Умножение вектора на число
Произведением вектора (аг; а 2) на число

X называется вектор (Хаг; Ха2), т. е. (а 1; а 2)Х = 
= (Xа1; Ха2). По определению (ах; а 2)Х = а 2).

Из определения операции умножения 
вектора на число следует, что
для любого вектора_ а и чиселЯ , /1

(Я + /1) а = Ха + ца._
Для любых двух векторов а и_Ь и числа Я 

Я (а  + Ь) =  Ха + ЯЬ.

б)
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Теорема

Абсолютная величина вектора Яа равна ,Я1 1а1. Н а
правление вектора Ял при а *  О совпадает с направ
лением вектора а , если Я, > О, и противоположно 
направлению вектора а , если Я, < О.

Доказательство.
Построим векторы ОА и ОБ, равные а и 

Ха соответственно (О — начало координат). Пусть аг 
и а2 — координаты вектора а. Тогда координатами 
точки А  будут числа а1 и а2, а координатами точки 
Б  будут Ха1У Ха2 (рис. 222). Уравнение прямой ОА 
имеет вид: а х  + $у = 0.

Так как  уравнению удовлетворяют коор
динаты точки А  (аг; а2), то ему удовлетворяют и ко
ординаты точки Б  (Яа^ Ха2). Отсюда следует, что 
точка Б  лежит на прямой ОА. Координаты сх и с2 
любой точки С, лежащей на полупрямой ОА, имеют 
те же знаки, что и координаты ах и а2 точки А, а 
координаты любой точки, которая леж ит на полу
прямой, дополнительной к ОА, имеют противопо
ложные знаки.

Поэтому если Я > 0, то точка Б  леж ит на 
полупрямой ОА, а следовательно, векторы а и Ха 
одинаково направлены. Если Я < 0, то точка_Б ле^ 
ж ит на дополнительной полупрямой, векторы а и Яа 
противоположно направлены.

Абсолютная величина вектора Ха равна:

| Яа | =  ̂ Я  а г)2 + (Х а^2 = |я |У а |"+ а^  = |я ||а |.

Теорема доказана.

у к у к

(Я >0) Рис-. 221»
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Задача (17).
Даны две точки А  (д^; у г) и В  (лг2; у2). До

каж ите, что векторы А В  и ВА  противоположно на
правлены.

Р еш ен и е^
Вектор А В  имеет координаты х 2 -  х х и 

у 2 ~ У\> Вектор ВА  имеет координаты х х ~ х 2 и 
Ух — у 2. Мы видим, что А В  =  (-1 ) В А . А значит, век
торы А В  и ВА  противоположно направлены.

9 7 . Разложение вектора по двум 
неколлинеарным векторам
Два ненулевых вектора называются кол- 

линеарными, если они лежат на одной прямой или 
на параллельных прямых (рис. 223). Коллинеарные 
векторы направлены либо одинаково, либо противо
положно.
Пусть а и Ъ — отличные от нуля коллинеарные 
векторы. Докажем, что существует число X, такое, 
что Ь =  Ха

Допустим, векторы а и Ь одинаково на-

к / Ц -правлены. Векторы Ь и —- а одинаково направле-

ны и имеют одну и ту же абсолютную величину |Ь|. 
Значит, они равны:

- |ь| _ _ |ь|
Ъ —   а — Хй»А, —. . .

а а
В случае противоположно направленных векторов а 
и Ъ аналогично заключаем, что

\ ь \ \ ьЪ = -  У - а  = Ха,Х = - ] ^ г ,
\ а \ \а \

что и требовалось_доказать.
Пусть а и Ь — отличные от нуля некол- 

линеарные векторы. Докажем, что

любой вектор с можно представить в виде 
с = Ха + рЬ.

Пусть А  и В  — начало и конец вектора 
с (рис. 224). Проведем через точки А  и В  прямые,

136 И класс



параллельные векторам а и Ь_. Они пересекутся в не
которой точке С. Имеем: А В  — АС  + СВ. Так как 
векторы а и АС_ коллинеарны, то АС  =  Ха . Так как 
векторы СВ и Ь коллинеарны, то СВ = цЬ. Таким 
образом, с = Ха + рЬ, что и требовалось доказать.

9 8 . Скалярное произведение 
векторов
Скалярным произведением векторов 

а (а1; а2) и Ь (Ь1; Ь2) называется число + а2Ь2.
Д ля скалярного произведения векторов 

используется такая же запись, как и ̂ ля_произведе- 
ния чисел. Скалярное произведение а • а обознача
ется а 2 и называется скалярным квадратом. Очевид
но, а 2 = \а\2.

Из определения скалярного произведения 
векторов следует, что
для любых векторов а (а г; а2) ,  Ъ (Ъг; Ь2) , с ( с1; с2)
(а  + Ъ) с = ас + Ьс.

Действительно, _ левая часть равенства 
есть (0 !+  Ьх) сг + (а2+ Ъ2) с 2, а правая а 1с1+ а2с2 + 
+ Ъ1с1 + Ъ2с2. Очевидно, они равны.

_  Углом между ненулевыми векторами А В
и АС  называется угол ВАС. Углом между любыми 
двумя ненулевыми векторами а и Ъ называется угол 
между равными им векторами с общим началом. 
Угол между одинаково направленными векторами 
считается равным нулю.

Теорема
10.3

Скалярное произведение векторов равно произведе 
нию их абсолютных величин на косинус угла меж 
ду ними.

Доказательство.
Пусть а и Ъ — данные векторы и ф — 

угол между ними. Имеем:
(а + Ь)2 = (а + Ь) (а + Ь) =
= (а + Ь) а + (а +  Ь) Ъ =
= аа + Ьа + аЬ + ЬЬ =
= а 2 + 2 аЪ + Ь2,
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или

I а + Ь\2 =  \а\2 4- \Ъ\2 + 2 аЪ.
Отсюда видно, что скалярное произведе

ние аЪ выражается через длины векторов а , Ъ и 
а + Ъу а поэтому не зависит от выбора системы ко
ординат, т. е. скалярное произведение не изменится, 
если систему координат выбрать специальным обра
зом. Возьмем систему координат х у  так, как  пока
зано на рисунке 225. При таком выборе системы ко
ординат координатами_ вектора а будут Ы и 0, а 
координатами вектора Ъ будут \ь\со& ф и 1ь1вт ф. Ска
лярное произведение:

аЪ = 1а11ь1со8 ф 4- 01ь1вт ф = 1а11ь1со8 ф.

Теорема доказана.
Из теоремы 10.3 следует, что

если векторы перпендикулярны, то их скалярное 
произведение равно нулю. И обратно: если скаляр
ное произведение отличных от нуля векторов равно 
нулю, то векторы перпендикулярны.

Задача (38).
Докажите, что сумма квадратов диагона

лей параллелограмма равна сумме квадратов его сто
рон.

Решение.
Пусть четырехугольник АВСП — парал

лелограмм (рис. 226). Имеем векторные равенства
АВ + АО = АС,
А В  -  АХ) = В В .

Возведем эти равенства в квадрат. Получим:

А В 2 + 2АВ  • А В  + Ш  = АС2,
Ш  -  2АВ  • АО + АО2 = П В 2.

Сложим эти равенства почленно. Получим:

2АВ2 + 2А 02 = АС2 + Ш 2.
Так как  у параллелограмма противоле

жащие стороны равны, то это равенство и означает, 
что сумма квадратов диагоналей параллелограмма 
равна сумме квадратов его сторон, что и требовалось 
доказать.

Рис. 225

Рис. 226
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и
99 . Разложение вектора 

по координатным осям
Вектор называется единичным, если его 

абсолютная величина равна единице. Единичные 
векторы, имеющие направления положительных ко- е2
ординатных полуосей, называются координатными 0~~ё
векторами или ортами. Мы будем их обозначать 1
ех (1; 0) на оси х  и е2 (0; 1) на оси у  (рис. 227). Рш. 227 

Так как координатные векторы отличны 
от нуля и не коллинеарны, то любой вектор а (аг; а2) 
допускает разложение по этим векторам:

а =  Хех + \хе2. (*)
Найдем коэффициенты X и р. этого разло

ж ения. Умножим обе части равенства (*) на вектор 
е1. Так как
а (в^; а2) ег = а1У • ег = 1, е2 • ег = 0, то аг = X.
Аналогично, умнож ая обе части равенства (*) на 
вектор е2, получим а2 = р.

Таким образом, для любого вектора 
а (аг; а2) получается разложение

о, -I- а2б2т

Контрольные вопросы
1. Что такое вектор? Как обозначаются векторы?
2. Какие векторы называются одинаково направленными (проти

воположно направленными)?
3. Что такое абсолютная величина вектора?
4. Что такое нулевой вектор?
5. Какие векторы называются равными?
6. Докажите, что равные векторы одинаково направлены и рав

ны по абсолютной величине. И обратно: одинаково направлен
ные векторы, равные по абсолютной величине, равны.

7. Докажите, что от любой точки можно отложить вектор, рав
ный данному вектору, и только один.

8. Что такое координаты вектора? Чему равна абсолютная вели
чина вектора с координатами а1У а 2?

9. Докажите, что равные векторы имеют соответственно равные 
координаты, а векторы с соответственно равными координата
ми равны.

10. Дайте определение суммы векторов. _ _ _ _ _ _
11. Докажите, что для любых векторов а и Ъ_ а + Ь = Ъ + а.
12. Докажите, что для любых трех векторов а , Ь, с

а + (Ъ + с) = (а + Ъ) + с .



13. Докажите векторное равенство А В  + ВС = АС. _ _
14. Докажите, что ^ л я  получения суммы векторов а и Ь надо от 

конца вектора а отложить вектор Ъ', равный Ь. Тогда вектор, 
начало которого^овпадает_с началом вектора а , а конец — с 
концом вектора Ь \ равен а + Ъ.

15. Сформулируйте «правило параллелограмма» слож ения век
торов.

16. Дайте определение разности векторов.
17. Дайте определение умножения вектора на число.
18. Докажите, что абсолютная величина вектора Ха равна 1̂1 1а1, 

направление вектора Ха при а ^  0 совпадает с направлением 
вектора а , если X > О, и противоположно направлению векто
ра а , если X < 0.

19. Какие векторы называются коллинеарными?
20. Докажите, что если векторы а и Ъ отличны от нулевого век

тора и не коллинеарны, то любой вектор с можно представить 
в виде с = Ха + \хЪ.

21. Дайте определение скалярного произведения векторов.
22. Докажите, что для любых трех векторов а , &, с

(а + Ь) с = ас + Ьс.
23. Как определяется угол между векторами?
24. Чему равен угол между одинаково направленными векто

рами?
25. Докажите, что скалярное произведение векторов равно произ

ведению их абсолютных величин на косинус угла между ними.
26. Докажите, что если векторы перпендикулярны, то их скаляр

ное произведение равно нулю. И обратно: если скалярное про
изведение отличных от нуля векторов равно нулю, то векторы 
перпендикулярны.

Задачи
Пункт 91

1. На прямой даны три точки А, В, С, причем точка В  лежит 
между точками А  и С. Среди векторов АВ, АС, ВА  и ВС назо
вите одинаково направленные и противоположно направлен
ные.

Пункт 92
2. Четырехугольник АВС Р  — параллелограмм. Докажите равен

ство векторов А В  и ПС.
3. Даны вектор А В  и точка С. Отложите от точки С вектор, рав

ный вектору АВ, если:
1) точка С лежит на прямой АВ;
2) точка С не лежит на прямой АВ.
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Пункт 93_
4. Векторы а (2; 4), Ь (-1 ; 2), с (сг; с2) отложены от начала ко

ординат. Чему равны координаты их концов?
5. Абсолютная величина вектора а (5; т) равна 13, а вектора 

Ь (п; 24) равна 25. Найдите т и п .
6. Даны точки А (0; 1 |, В ^1; 0), С (1; 2), П (2; 1). Докажите ра

венство векторов А В  и СП.
7. Даны три точки А  (1; 1), В  (-1 |_0), С_(0; 1). Найдите такую 

точку П (дс; у), чтобы векторы А В  и СП были равны.

Пункт 94
8. Найдите вектор с , равный сумме векторов а и Ь, и абсолют

ную величину вектора с ,  если: 1) а (1; -4 ) , Ь ( -4 ; 8);
2) а (2; 5), Ь (4; 3). _  _

9. Дан треугольник АВС. Найдите сумму векторов: 1) АС  и СВ;
2) АВ и СВ; 3) АС и АВ; 4) СА и СВ.

10. Найдите вектор с — а — Ъ_ и его абсолютную величину, если:
1) а  (1; -4 ) , Ъ (-4 ; 8); 2) а (-2 ; 7), _Ь_ (4; ^1).

11. Даны векторы с общим началом: АВ и АС. Д окаж ите, что 
АС -  А В  = ВС.

12. В параллелограмме АВСР  диагонали пересекаются в точке М . 
Выразите векторы АВ и СП через векторы а = АМ, Ь = В М  
(рис. 228).

13. Начертите три произвольных вектора а , Ь, с , как на рисунке 
229. А  теперь постройте векторы, равные^
1 ) а  + Ь +  с ; 2 ) а - Ь + с ; 3 )  ~а_+ Ь + с ._

14. 1) Докажите, что для векторов АВ, ВС и АС имеет место не
равенство 1а с 1 < 1а в 1 + 1вс1.
2) Докажите, что для любых векторов а и Ъ имеет место не
равенство \а + Ъ\ < 1а1 + 1ь1.

Пункт 95
15. К горизонтальной балке на двух равных нитях подвешен груз 

весом Р. Определите силы натяж ения нитей (рис. 230).
16. С какой силой Р  надо удерживать груз весом Р  на наклонной 

плоскости, чтобы он не сползал вниз?

Рис. 228  Рис. 229  Рис. 230
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Пункт 96
17. Даны две точки А (д^; у г) и В  (х2; у 2)• До

каж ите, что векторы А В  и ВА  противопо
ложно направлены.

18. Д окаж ите, что векторы а (1; 2) и 
Ь (0,5;_ 1) одинаково направлены, а век
торы с (-1 ; 2) и й  (0,5; -1 )  противопо
ложно направлены.

19. Даны векторы а (3^ 2) и_Ь (0; -1 ). Най
дите вектор с = - 2 а + 4Ь и его абсолют
ную величину. _

20. Абсолютная величина вектора Ха рав
на _5. Найдите_А., если: 1) а ( -6 ; 8);
2) а (3; -4 ); 3) а (5; 12).

21. В треугольнике АВС  проведена медиана

А М . Докажите, что А М  = у  (АВ 4- АС).
22. Точки М  и N  являются серединами от

резков А В  и СП соответственно. Докажи

те векторное равенство МЫ = у  (АС +
4- ВП) (рис. 231). __ __

23. Дан параллелограмм АВСП, АС = а, ПВ =
= Ъ (рис. 232). Выразите векторы АВ, СВ,
СП и АП через а и Ь.

Пункт 97
24. Докажите, что у коллинеарных векторов соответствующие ко

ординаты пропорциональны. И обратно: если у двух ненуле
вых векторов соответствующие координаты пропорциональны, 
то эти векторы_коллинеарны.

25. Даны векторы а (2; -4 ) , Ь (1; 1), с (1; -2 ), й  (-2 ; -4 ). У кажи
те пары коллинеарных векторов. Какие из данных векторов 
одинаково направлены, а какие — противоположно направле- 
ны? _  _

26. Известно, что векторы а (1; -1 ) и Ь (-2 ; т ) коллинеарны. Най
дите, чему равно т.

27. Даны векторы а (1; 0), Ь (1; 1) и с (-1 ; 0). Найдите такие чис
ла Х_ и ^ 1, чтобы имело место векторное равенство 
с = Ха + \хЪ.

Пункт 98
28. Докажите, что для любых векторов а и Ь (аЪ)2 < а 2Ь2.

29. Найдите угол между векторами а (1; 2) и ь (1 ;—
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30. Даны векторы а и Ь. Найдите абсолютную величину вектора 
а + Ь, если известно, что абсолютные величины векторов а и 
Ь равны 1, а угол между ними 60°.

31. Найдите угол между векторами а и а + Ъ задачи 30.
32. Даны вершины треугольника А  (1; 1), В  (4; 1), С (4; 5). Най

дите косинусы углов треугольника.
33. Найдите углы треугольника с вершинами А(0;>/3~), В(2;Л/1Г),

34. Докажите, что векторы а (т ; п) и Ь (- п ; т) перпендикулярны 
или равны нулю.

35. Даны векторы а (3; 4) и Ь (т; 2). При каком значении т  эти 
векторы перпендикулярны?

36. Даны векторы а (1; 0) и Ь (1; 1). Найдите такое число А,, что
бы вектор а + ХЪ был перпендикулярен вектору а.

37. Докажите, что если а и Ъ —  единичные неколлинеарные век
торы, то векторы а + Ъ и а — Ъ отличны от нуля и перпенди
кулярны.

3 8 . Докажите, что сумма квадратов диагоналей параллелограмма 
равна сумме квадратов его сторон.

3 9 . Даны стороны треугольника а , Ъ, с. Найдите его медианы т а, 
тъ, пгс.

40. Докажите, что геометрическое место точек, сумма квадратов 
расстояний от которых до двух данных точек постоянна, есть 
окружность с центром в середине отрезка, соединяющего дан
ные точки.

41. Векторы а + Ъ и а — Ъ перпендикулярны . Д окаж ите, что 
1а1 = 1ь1.

42. Докажите с помощью векторов, что диагонали ромба перпен
дикулярны.

43. Даны четыре точки А  (1; 1), В  (2; 3), С (0; 4), 1) (-1 ; 2). До
каж ите, что четырехугольник АВС1) — прямоугольник.

44. Даны четыре точки А  (0; 0), В  (1; 1), С (0; 2), И (-1 ; 1). До
каж ите, что четырехугольник АВС В  — квадрат.

Пункт 99

45. Среди векторов Ь 0 - ; - 0 ,  ^ ( 0 ; - ! ) ,

найдите единичные и укажите, какие из этих векторов колли- 
неарны.

46. Найдите единичный вектор е, коллинеарный вектору а (6; 8) 
и одинаково с ним направленный.
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47. Даны координатные векторы ех (1; 0) и е2 (0; 1). Чему рав
ны координаты вектора 2ег -  Зе2?

48. 1) Даны три точки О, А, В. Точка X  делит отрезок А В  в от
ношении А. : ^  считая от точки А. Выразите вектор О Х  че
рез векторы ОА = а и ОВ = Ъ.
2) Докажите, что медианы треугольника пересекаются в од
ной точке, которая делит их в отношении 2 : 1 ,  считая от 
соответствующих вершин._

49. Докажите, что проекция а вектора с на ось абсцисс с коор
динатным вектором ех (1; 0) задается формулой

а = ке1У где к  = с е 1.
50. Докажите, что проекция суммы векторов на ось равна сум

ме проекций слагаемых на ту ж е ось.



Подобие фигур

1 00 . Преобразование подобия
Преобразование фигуры Р в фигуру Р' 

назы вается преобразованием подобия, если при 
этом преобразовании расстояния между точками из
меняются в одно и то же число раз (рис. 233). Это 
значит, что если произвольные точки X , У фигуры 
Р  при преобразовании подобия переходят в точки 
X ', У  фигуры Р \  то Х 'У  = кХУ , причем число к од
но и то же для всех точек X, У. Число к называет
ся коэффициентом подобия. При к = 1 преобразова
ние подобия, очевидно, является движением.

Пусть Р — данная фигура и О — фикси
рованная точка (рис. 234). Проведем через произ
вольную точку X  фигуры Р луч О Х  и отложим на 
нем отрезок ОХ', равный к • ОХ, где к — положи
тельное число. Преобразование фигуры Р , при кото
ром каж дая ее точка X  переходит в точку X ', по
строенную указанным способом, называется гомоте
тией относительно центра О. Число к называется ко
эффициентом гомотетии, фигуры Р и Р' называют
ся гомотетичными.

Р

х , / и

Рис. 233 Рис. 234
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Теорема
11.1

Гомотетия есть преобразование подобия.

Доказательство.
Пусть О — центр гомотетии, к — коэф

фициент гомотетии, X  и У — две произвольные точ
ки фигуры (рис. 235).

При гомотетии точки X  и У переходят в 
точки X ' и У  на лучах О Х  и ОУ соответственно, 
причем ОХ' = к • ОХ, ОУ = к • ОУ. Отсюда следу
ют векторные равенства

ОХ' = к б Х , О У  = кОУ.
Вычитая эти равенства почленно, получим:

ОУ ' -  ОХ' = к (ОУ -  ОХ).
Так как  О У  -  ОХ' = Х У . ОУ -  ОХ = Х У , то Х У =
= АХУ. Значит, 1ХТ1 = к 1ХУ1, т. е. Х У  = АХУ. Сле- Рис. 235 
довательно, гомотетия есть преобразование подобия.
Теорема доказана.

Преобразование подобия широко приме
няется на практике при выполнении чертежей дета
лей машин, сооружений, планов местности и др. Эти 
изображения представляют собой подобные преобра
зования воображаемых изображений в натуральную 
величину. Коэффициент подобия при этом называет
ся масштабом. Например, если участок местности 
изображается в масштабе 1 : 100, то это значит, что 
одному сантиметру на плане соответствует 1 м на 
местности.

Задача (4).
На рисунке 236 изображен план усадьбы 

в масштабе 1 : 1000. Определите размеры усадьбы 
(длину и ширину).

Решение.
Длина и ш ирина усадьбы на плане рав

ны 5,3 см и 3,6 см. Так как план выполнен в мас
штабе 1 : 1000, то размеры усадьбы равны соответст
венно 3,6 X 1000 см = 36 м, 5,3 X 1000 см = 53 м.

Ю 1. Свойства преобразования подобия
Так же как  и для движения, доказывает

ся, что при преобразовании подобия три точки А , В,
С, лежащ ие на одной прямой, переходят в три точ
ки А 1у В 1у Сх, такж е леж ащ ие на одной прямой.
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Причем если точка В  лежит между точками А и С, 
то точка В х лежит между точками А 1 и Сг. Отсюда 
следует, что
преобразование подобия переводит прямые в пря
мые, полупрямые в полупрямые, отрезки в отрез
ки.

Докажем, что
преобразование подобия сохраняет углы между по
лупрямыми.

Действительно, пусть угол АВС  преобра
зованием подобия с коэффициентом к переводится в 
угол А 1В 1С1 (рис. 237). Подвергнем угол АВС  преоб
разованию гомотетии относительно его вершины В  с 
коэффициентом гомотетии к. При этом точки А и С 
перейдут в точки А2 и С2. Треугольники А2БС2 и 
А 1В 1С1 равны по третьему признаку. Из равенства 
треугольников следует равенство углов А 2ВС2 и 
А1Б 1С1. Значит, углы АВС  и А1Б 1С1 равны, что и 
требовалось доказать.

102. Подобие фигур
Две фигуры называются подобными, ес

ли они переводятся друг в друга преобразованием 
подобия. Для обозначения подобия фигур использу
ется специальный значок: со. Запись р™р' читается 
так: «Фигура Р подобна фигуре Р'».

Докажем, что
если фигура Р2 подобна фигуре Р2, а  фигура Р2 по
добна фигуре Г3, то фигуры Г 2 и Р3 подобны.

Пусть Х х и У\ — две произвольные точ
ки фигуры Рг. Преобразование подобия, переводя
щее фигуру Рг в Р21 переводит эти точки в точки Х 2, 
У2, для которых Х 2У2 = к1Х 1У1.

Преобразование подобия, переводящее 
фигуру Р2 в Р3, переводит точки Х 2, У2 в точки Х 3, 
У3, для которых Х 3У3 = Л2Х 2У2. Из равенств

Х 2У2 = кхХ{!Г19 Х 3У3 = к2Х 2У2
следует, что Х 3У3 = к 1к2Х 1У1. А  это значит, что пре
образование фигуры Рг в Р3, получающееся при по
следовательном выполнении двух преобразований
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подобия, есть подобие. Следовательно, фигуры Рг и 
Р3 подобны, что и требовалось доказать.

В записи подобия треугольников: ДАВС™ 
с°ДА1В 1С1 — предполагается, что вершины, совме
щаемые преобразованием подобия, стоят на соответ
ствующих местах, т. е. А  переходит в А г, В  — в В г 
и С — в Сг.

Из свойств преобразования подобия сле
дует, что
у подобных фигур соответствующие углы равны, а  
соответствующие отрезки пропорциональны. В част
ности, у подобных треугольников АВС  и А 1В1С1 

А А  =  А А 1г А В  =  А В 1г АС = АСХ;
АВ ВС _  АС

А1В 1 В1С1 АгСг

103. Признак подобия треугольников 
по двум углам 
Теорема

Если два угла одного треугольника равны двум уг
лам  другого треугольника, то такие треугольники 
подобны.

Доказательство.
Пусть у треугольников АВС  и А 1В 1С1 

А А  = АА1у А В  = А В г. Докажем, что ААВС А А 1В 1С1.
АВПусть к = ------- . Подвергнем треугольник

а 1в 1
А 1В 1С1 преобразованию подобия с коэффициентом по
добия к , например гомотетии (рис. 238). При этом 
получим некоторый треугольник А2В2С2, равный тре
угольнику АВС. Действительно, так как преобразова
ние подобия сохраняет углы, то А А 2 = А А г, А В 2 = 
= А В Х. А  значит, у треугольников АВС  и А 2В 2С2 
А А  =АА2, А В  = А В 2. Далее, А 2В 2 = кА1В 1 = А В . Сле
довательно, треугольники АВС  и А 2В 2С2 равны по 
второму признаку (по стороне и прилежащим к  ней 
углам).
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Так как  треугольники А 1В 1С1 и А 2В 2С2 
гомотетичны и подобны, а треугольники А 2В 2С2 и 
АВС  равны и поэтому тоже подобны, то треугольни
ки А 1В 1С1 и  АВС  подобны. Теорема доказана.

Задача (15).
П рям ая, параллельная стороне А В  тре

угольника АВС, пересекает его сторону АС  в точке ^
А 1у а сторону ВС  в точке В х. Д окаж ем , что 
ААВС ЛА1В1С1. Рис. 239

Решение (рис. 239).
У ААВС и ДА1В1С1 угол при вершине С 

общий, а углы СА1Б 1 и  САВ равны как  соответству
ющие углы параллельных АВ и А ^  с секущей АС. 
Следовательно, ААВСсоДА1Б 1С по двум углам.

104. Признак подобия треугольников 
по двум сторонам и углу между 
ними 
Теорема

11.3
Если две стороны одного треугольника пропорцио
нальны двум сторонам другого треугольника и уг
лы, образованные этими сторонами, равны, то тре
угольники подобны.
Доказательство (аналогично доказатель

ству теоремы 11.2).
Пусть у треугольников АБС и А 1Б 1С1 

АС  = АСХ и АС = АА1С1, ВС = ЛБ1С1. Докажем, что 
ААВС  ~  АА1Б 1С1.

Подвергнем треугольник А1Б 1С1 преобра
зованию подобия с коэффициентом подобия к , на
пример гомотетии (рис. 240). При этом получим не
который треугольник А2Б 2С2, равный треугольнику 
АБС. Действительно, так как  преобразование подо
бия сохраняет углы, то АС2 = АСХ. А  значит, у тре
угольников АБС и А2Б 2С2 АС = АС2. Далее, А2С2 =
= Л А гСг = АС, Б 2С2 = к В 1С1 = ВС. Следовательно, 
треугольники АБС и А2Б 2С2 равны по первому при
знаку (по двум сторонам и углу между ними).

Так как треугольники А1Б 1С1 и А2Б 2С2 го
мотетичны и, значит, подобны, а треугольники р„с. 210
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А 2В 2С2 и  АВС  равны и поэтому тоже подобны, то тре
угольники А 1В 1С1 и  АВС  подобны. Теорема доказана. 

Задача (31).
В треугольнике АВС  с острым углом С 

проведены высоты А Е  и В Б  (рис. 241). Докажите, 
что ААВС™АЕ1)С.

Решение.
У треугольников АВС  и ЕИС  угол при 

вершине С общий. Д окаж ем пропорциональность 
сторон треугольников, прилежащ их к этому углу. 
Имеем ЕС  = АС  соз у, ПС = ВС  соз у, т. е. стороны, 
прилежащие к углу С, у треугольников пропорцио
нальны. Значит, ЛАВС^ЛЕ-ОС по двум сторонам и 
углу между ними.

105.  Признак подобия треугольников 
по трем сторонам 
Теорема

11.4
Если стороны одного треугольника пропорциональ
ны сторонам другого треугольника, то такие тре
угольники подобны.

Доказательство (аналогично доказатель
ству теоремы 11.2).

Пусть у треугольников АВС  и А 1В 1С1 АВ  = 
= /гЛ1В 1, АС = /гЛ1С1, ВС  = ЛВ1С1. Д окаж ем, что 
ДАВС™ ЛА1В |С |.

Подвергнем треугольник А 1В 1С1 преобра
зованию подобия с коэффициентом подобия к , на
пример гомотетии (рис. 242). При этом получим не
который треугольник А 2В 2С2, равный треугольнику 
АВС. Действительно, у треугольников соответствую
щие стороны равны:

А 2В 2 = кА1В 1 = АВ, А 2С2 = кА1С1 = АС , 
В 2С2 = кВ 1С1 = ВС.
Следовательно, треугольники равны по 

третьему признаку (по трем сторонам). Так как  тре
угольники А 1В 1С1 и  А 2В 2С2 гомотетичны и, значит, 
подобны, а треугольники А 2В 2С2 и АВС  равны и 
поэтому тоже подобны, то треугольники А 1В 1С1 и 
АВС  подобны. Теорема доказана. Рис. 242
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Задача (36).
Докажите, что у подобных треугольников 

периметры относятся как  соответствующие стороны. 
Решение.
Пусть АВС  и А 1В 1С1 — подобные тре

угольники. Тогда стороны треугольника А 1В 1С1 про
порциональны сторонам треугольника АВС, т. е. 
А 1В 1 = кАВ, В 1С1 = к ВС, А гСг = НАС. Складывая 
эти равенства почленно, получим:

АуВ± + Б 1С1 + А ^ 1  = к (АВ  + ВС  4* АС).
Отсюда

а 1в 1 + в 1с 1 + а 1с 1 а 1б 1 а 1с 1 в с̂ ^

АВ + ВС+АС АВ АС ВС 1
т. е. периметры треугольников относятся как  соот
ветствующие стороны.

106. Подобие прямоугольных 
треугольников
У прямоугольного треугольника один 

угол прямой. Поэтому по теореме 11.2
для подобия двух прямоугольны х треугольников 
достаточно, чтобы у них было по равному острому 
углу.

С помощью этого признака подобия пря
моугольных треугольников докажем некоторые соот
ношения в треугольниках.

Пусть АВС — прямоугольный треуголь
ник с прямым углом С. Проведем высоту СП из вер
шины прямого угла (рис. 243).

Треугольники АВС и СБП имеют общий 
угол при вершине Б . Следовательно, они подобны: 
Д А БС ^Д С БП . Из подобия треугольников следует 
пропорциональность соответствующих сторон: А

» И Л И  БС = л/АБТВПГ Р и г . 2 4 3

Это соотношение обычно формулируют так:

катет прямоугольного треугольника есть среднее 
пропорциональное между гипотенузой и проекцией 
этого катета на гипотенузу.

П рямоугольные треугольники АСП и 
СБП такж е подобны. У них равны острые углы при
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верш инах А и С. Из подобия этих треугольников 
следует пропорциональность их сторон:

АО с о  ,----------------
~сБ = ~ вБ у или СП = у  АО • БП.

Это соотношение обычно формулируют так:
высота прямоугольного треугольника, проведенная 
из верш ины прямого угла, есть среднее пропор
циональное между проекциями катетов на гипо
тенузу.

Докажем следующее свойство биссектри
сы треугольника:
биссектриса треугольника делит противолежащ ую 
сторону на отрезки, пропорциональные двум другим 
сторонам.

Пусть СП — биссектриса треугольника 
АВС  (рис. 244). Если треугольник АВС  равнобедрен
ный с основанием А В , то указанное свойство биссек
трисы очевидно, так как  в этом случае биссектриса 
СП является и медианой.

Рассмотрим общий случай, когда АС  ^  
^  ВС. Опустим перпендикуляры АВ  и ВЕ  из вершин 
А и Б  на прямую СП.

Прямоугольные треугольники АСЕ  и ВСЕ 
подобны, так как  у них равны острые углы при вер
шине С. Из подобия треугольников следует пропор
циональность сторон:

В

АС
вс

АР
ВЕ

Прямоугольные треугольники АЛБ и 
БП Е тоже подобны. У них углы при вершине П рав
ны как  вертикальные. Из подобия треугольников 
следует пропорциональность сторон:

АР АО 
ВЕ ~  ВИ •

Сравнивая это равенство с предыдущими,
получим:

АС
вс

АО
~ в Б

или АС
АО

ВС
вг>

т. е. отрезки АП и БП  пропорциональны сторонам 
АС и БС, что и требовалось доказать.
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107. Углы, вписанные в окружность
Угол разбивает плоскость на две части.

К аж дая из частей называется плоским углом. На 
рисунке 245 закрашен один из плоских углов со сто
ронами а и Ь. Плоские углы  с общими сторонами на
зываются дополнительными. Если плоский угол яв
ляется частью полуплоскости, то его градусной 
мерой назы вается градусная мера обычного угла 
с теми же сторонами. Если плоский угол содержит 
полуплоскость, то его градусная мера принимается 
равной 360° — а , где а  — градусная мера дополни
тельного плоского угла (рис. 246).

Центральным углом в окружности назы
вается плоский угол с вершиной в ее центре. Часть Рш- 245 
окружности, расположенная внутри плоского угла, 
называется дугой окружности, соответствующей это
му центральному углу (рис. 247). Градусной мерой 
дуги окружности называется градусная мера соот
ветствующего центрального угла.

Угол, вершина которого лежит на окруж 
ности, а стороны пересекают эту окружность, назы
вается вписанным в окружность. Угол ВАС на ри
сунке 248 вписан в окружность. Его верш ина А  
лежит на окружности, а стороны пересекают окруж 
ность в точках В и С. Говорят такж е, что угол А  
опирается на хорду ВС. П рям ая ВС  разбивает 
окружность на две дуги. Центральный угол, соответ
ствующий той из этих дуг, которая не содержит точ
ку А, называется центральным углом, соответству
ющим данному вписанному углу.

Теорема
11.5

Угол, вписанный в окружность, равен половине со 
ответствующего центрального угла.

Рис. 246 Рис. 247 Рис. 248
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Доказательство.
Рассмотрим сначала частный случай, 

когда одна из сторон угла проходит через центр ок
ружности (рис. 249, а). Треугольник АОВ  равнобед
ренный, так как  у него стороны ОА и ОВ равны как  
радиусы. Поэтому углы А и Б  треугольника равны. 
А так как  их сумма равна внешнему углу треуголь
ника при вершине О, то угол В  треугольника равен 
половине угла АОС, что и требовалось доказать.

Общий случай сводится к  рассмотренно
му частному случаю проведением вспомогательного 
диаметра Б Б  (рис. 249, б, в). В случае, представлен
ном на рисунке 249, б,

ААВС  = АС ВВ  + А А В В  =

= у  АСОВ + у  АЛОВ  = у  ААОС.

В случае, представленном на рисунке 249, в,

ААВС = АС ВВ  -  /А Б Б  =

= у  АСОВ -  у  ААО В  = у  ААОС.

Теорема доказана полностью.
Из теоремы 11.5 следует, что

вписанные углы, стороны которых проходят через 
точки А и В  окружности, а  верш ины леж ат по од
ну сторону от прямой А В , равны  (рис. 250). В ча
стности, углы, опирающиеся на диаметр, прямые.

108.  Пропорциональность отрезков 
хорд и секущих окружности

Если хорды А В  и СБ окружности пересекаются в 
точке 3 ,  то

А З  -В 8  = С8 • ББ .

Докажем сначала, что треугольники А 8 В  
и С8В  подобны (рис. 251). Вписанные углы ВСВ  и 
БА Б равны по следствию из теоремы 11.5. Углы 
А З  В  и В8С  равны как вертикальные. Из равенства 
указанных углов следует, что треугольники А 8 В  и 
С8В  подобны.
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пропорция
Из подобия треугольников следует

Х>5 А З
ВЗ С8

Отсюда
А З  • В 8  = С8 • Я 8, 

что и требовалось доказать.
Если из точки Р  к окружности проведены две секу
щие, пересекающие окружность в точках А , В  и 
С, Я соответственно, то

А Р  • ВР  =  СР • ЯР.

Пусть точки А и С — ближайшие к  точ
ке Р  точки пересечения секущ их с окружностью 
(рис. 252). Треугольники РАО и РСВ  подобны. 
У них угол при вершине Р  общий, а углы при вер
шинах Б  и Я  равны по свойству углов, вписанных 
в окружность. Из подобия треугольников следует 
пропорция

РА РХ>
РС ~  РВ ■

Отсюда
РА - РВ = РС - РЯ , 

что и требовалось доказать. Рис. 252

Контрольные вопросы
1. Что такое преобразование подобия?
2. Что такое гомотетия (центр гомотетии, коэффициент гомоте

тии)?
3. Докажите, что гомотетия есть преобразование подобия.
4. Какие свойства преобразования подобия вы знаете? Докажите, 

что преобразование подобия сохраняет углы между полупря
мыми.

5. Какие фигуры называются подобными?
6. Каким знаком обозначается подобие фигур? Как записывается 

подобие треугольников?
7. Сформулируйте и докажите признак подобия треугольников по 

двум углам.
8. Сформулируйте и докажите признак подобия треугольников по 

двум сторонам и углу между ними.
9. Сформулируйте и докажите признак подобия треугольников по 

трем сторонам.
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10. Докажите, что катет прямоугольного треугольника есть сред
нее пропорциональное между гипотенузой и проекцией этого 
катета на гипотенузу.

11. Докажите, что высота прямоугольного треугольника, проведен
ная из вершины прямого угла, есть среднее пропорциональное 
между проекциями катетов на гипотенузу.

12. Докажите, что биссектриса треугольника делит противолежа
щую сторону на отрезки, пропорциональные двум другим сто
ронам.

13. Что такое плоский угол?
14. Что такое центральный угол?
15. Какой угол называется вписанным в окружность?
16. Докажите, что вписанный в окружность угол равен половине 

соответствующего центрального угла.
17. Докажите свойства отрезков пересекающихся хорд и свойства 

отрезков секущих.

Задачи 
Пункт 100

1. При гомотетии точка X  переходит в точку X ', а точка У — в 
точку У'. Как найти центр гомотетии, если точки X , X ', У, У  
не лежат на одной прямой?

2. При гомотетии точка X  переходит в точку X'. Постройте центр 
гомотетии, если коэффициент гомотетии равен 2.

3. Н ачертите треугольник. Постройте гомотетичный ему тре
угольник, приняв за центр гомотетии одну из его вершин и ко
эффициент гомотетии равным 2.

4. Н а рисунке 236 изображен план усадьбы в масштабе 
1 : 1000. Определите размеры усадьбы (длину и ширину).

Пункт 102
5. Что представляет собой фигура, подобная треугольнику?
6. У подобных треугольников АВС  и А 1В 1С1 /-А  = 30°, А В  = 1 м, 

ВС = 2 м, В 1С1 = 3 м. Чему равны угол А г и сторона А ХВ Х1
7. Д окаж ите, что фигура, подобная окруж ности, есть окруж 

ность.
8. Даны угол и внутри его точка А . Постройте окружность, каса

ющуюся сторон угла и проходящую через точку А.
9. Впишите в данный треугольник квадрат, у которого две вер

шины лежат на одной стороне, а две другие вершины — на 
двух других сторонах.

Пункт 103
10. Докажите подобие равнобедренных треугольников с равными 

углами при вершинах, противолежащих основаниям.
11. У двух равнобедренных треугольников углы между боковыми 

сторонами равны. Боковая сторона и основание одного треу
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гольника равны 17 см и 10 см, основание другого равно 8 см. 
Найдите его боковую сторону.

12. У треугольников АВС и А 1В 1С1 А А  = А А Х, А В  = А В Х> А В  = = 
5 м, ВС  = 7 м, А ХВ Х = 10 м, А 1С1 =  8 м. Найдите остальные 
стороны треугольников.

13. Решите задачу 12 при условии, что А В  = 16 см, ВС = 20 см, 
А 1В 1 = 12 см, АС -  А ХСХ = 6 см.

14. Докажите, что высота прямоугольного треугольника, опущен
ная из вершины прямого угла, разбивает его на два треуголь
ника, подобные исходному.

15. П рямая, параллельная стороне А В  треугольника АВС, пересе
кает его сторону АС  в точке А х, а сторону ВС в точке В х. До
каж ите, что &АВС™ &АХВ ХС.

16. В треугольник с основанием а и высотой к  вписан квадрат так, 
что две его вершины лежат на основании треугольника, а дру
гие две — на боковых сторонах (рис. 253). Вычислите сторону 
квадрата.

17. П рямая, параллельная стороне А В  треугольника АВС, делит 
его сторону АС в отношении т  : л, считая от вершины С. В 
каком отношении она делит сторону ВС?

18. В треугольнике АВС проведен отрезок В Е, параллельный сто
роне АС (конец В  отрезка лежит на стороне АВ, а Е  — на сто
роне ВС). Найдите АВ, если АВ = 16 см,
АС = 20 см и В Е = 15 см.

19. В задаче 18 найдите отношение АВ : ВВ, 
если известно, что АС : ВЕ = 55 : 28.

20. Найдите длину отрезка В Е в задаче 18, 
если: 1) АС = 20 см, АВ = 17 см и ВВ =
= 11,9 см; 2) АС = 18 дм, А В  = 15 дм 
и АВ = 10 дм.

21. Диагонали трапеции АВСВ пересекаются 
в точке Е  (рис. 254). Докажите подобие 
треугольников ВСЕ и ВАЕ.

22. Найдите отношение отрезков диагонали 
трапеции, на которые она разбивается 
другой диагональю, если основания тра
пеции относятся как т : п.

23. Прямая, проходящая через точку пересе
чения диагоналей трапеции, делит одно 
основание в отношении т : п. В каком 
отношении она делит другое основание?

24. В трапеции АВСВ с диагональю АС углы 
АВС  и АСВ равны. Найдите диагональ АС, 
если основания ВС и АВ соответственно 
равны 12 м и 27 м. ,3ис- 254
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25. Линия, параллельная основаниям трапеции, делит одну боко
вую сторону в отношении т \ п. В каком отношении делит она 
другую боковую сторону?

26. Продолжения боковых сторон АВ и СП трапеции АВСП пере
секаются в точке Е . Найдите стороны треугольника АЕП, ес
ли А В  = 5 см, ВС = 10 см, СП = 6 см, АП = 15 см.

27. Найдите высоту треугольника АЕП из задачи 26, опущенную 
на сторону АП, если ВС = 7 см, АП = 21 см и высота трапе
ции равна 3 см.

28. Диагонали трапеции пересекаются в точке Е , а продолжения 
боковых сторон — в точке Р. Докажите, что прямая ЕР  делит 
основания трапеции пополам (рис. 255).

29. У равнобедренного треугольника АВС  с основанием АС и про
тиволежащим углом 36° проведена биссектриса АП. 1) Дока
жите подобие треугольников АВС  и САП. 2) Найдите основа
ние треугольника АВС, если его боковая сторона равна а.

Пункт 104
30. Стороны треугольника АВС, прилежащие ^ 

к  углу В, в 2,5 раза больше сторон тре
угольника А1В 1С1, прилеж ащ их к  углу 
В х. Углы В и В х равны. Найдите АС и 
А1С1, если их сумма равна 4,2 м.

31. В треугольнике АВС с острым углом С 
проведены высоты А Е  и ВП. Докажите, 
что А А В С ^А Е Б С .

32. В остроугольном треугольнике АВС про
ведены высоты АП, ВЕу СР. Найдите уг
лы  треугольника ПЕЕ, зная углы тре
угольника АВС (рис. 256).

33. Докажите, что биссектрисы треугольника 
ПЕЕ в задаче 32 лежат на высотах тре
угольника АВС.

Пункт 105
34. Подобны ли два равносторонних тре

угольника?
35. Подобны ли треугольники АВС и А1В 1С1, 

если:
1) АВ = 1 м, АС = 1,5 м, ВС = 2 м;
А 1В 1 = 10 см, А ХСХ = 15 см, В ХСХ = 20 см;
2) АВ = 1 м, АС = 2 м, ВС = 1,5 м;
А 1В 1 = 8 дм, А 1С1 = 16 дм, В 1С1 = 12 дм;
3) АВ = 1 м, АС = 2 м, ВС  = 1,25 м;
А 1В 1 = 10 см, А 1С1 = 20 см, В ХСХ = 13 см? Рис 25б

В
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36. Докажите, что у подобных треугольников периметры относят
ся как  соответствующие стороны.

37. Стороны треугольника равны 0,8 м, 1,6 м и 2 м. Найдите сто
роны подобного ему треугольника, периметр которого равен
5,5 м.

38. Периметр одного треугольника составляет периметра по-1о “
добного ему треугольника. Разность двух соответствующих сто
рон равна 1 м. Найдите эти стороны.

Пункт 106
39. Подобны ли два прямоугольных треугольника, если у одного 

из них есть угол 40°, а у другого угол, равный: 1) 50°;
2) 60°?

40. Основание высоты прямоугольного треугольника, опущенной 
на гипотенузу, делит ее на отрезки 9 см и 16 см. Найдите сто
роны треугольника.

41. Гипотенуза прямоугольного треугольника равна 25 см, а один 
из катетов равен 10 см. Найдите проекцию другого катета на 
гипотенузу.

42. Докажите, что соответствующие высоты подобных треугольни
ков относятся как  соответствующие стороны.

43. Катеты прямоугольного треугольника относятся как  т  : п. Как 
относятся проекции катетов на гипотенузу?

44. Длина тени фабричной трубы равна 35,8 м; в это же время 
вертикально воткнутый в землю кол высотой 1,9 м дает тень 
длиной 1,62 м (рис. 257). Найдите высоту трубы.

45. В треугольник АВС  вписан ромб А Б Е Р  так, что угол А  у них 
общий, а вершина Е  находится на стороне ВС  (рис. 258). Най
дите сторону ромба, если А В  = с и АС = Ъ.

16. Биссектриса внешнего угла треугольника АВС  при вершине С 
пересекает прямую А В  в точке В  (рис. 259). Докажите, что 
АО : В Б  = АС : ВС.

В

1,62

Рис. 257 Рис. 258 Р и с .  2 5 9
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47. Докажите, что геометрическое место точек, отношение рассто
яний от которых до двух данных точек постоянно (не равно 
единице), есть окружность.

Пункт 107
48. Найдите дополнительные плоские углы, зная, что: 1) один из 

них в 5 раз больше другого; 2) один из них на 100° больше 
другого; 3) разность их равна 20°.

49. Точки А, В, С лежат на окружности. Чему равна хорда АС, ес
ли угол АВС  равен 30°, а диаметр окружности 10 см?

50. Точки Ау Ву С лежат на окружности. Чему равен угол АВС, ес
ли хорда АС равна радиусу окружности? (Два случая.)

51. Докажите, что центром окружности, описанной около прямо
угольного треугольника, является середина гипотенузы.

52. Докажите, что медиана прямоугольного треугольника, прове
денная к гипотенузе, разбивает его на два равнобедренных тре
угольника.

53. Постройте прямоугольный треугольник по гипотенузе и высо
те, опущенной из вершины прямого угла на гипотенузу.

54. На окружности отмечены четыре точки А, В, С, В. Чему ра
вен угол АВС, если угол АВС равен а? (Два случая.)

55. Хорды окружности АВ и ВС пересекаются. Угол АВС равен 
50°, угол АСВ равен 80°. Найдите угол САВ.

56. Докажите, что у четырехугольника, вписанного в окружность, 
сумма противолежащих углов равна 180°.

57. Докажите, что геометрическое место вершин прямых углов, 
стороны которых проходят через две данные точки, есть ок
ружность.

58. Докажите, что геометрическое место вершин углов с заданной 
градусной мерой, стороны которых проходят через две данные 
точки, а вершины лежат по одну сторону от прямой, соединя
ющей эти точки, есть дуга окружности с концами в этих точ
ках (рис. 260).

59. Докажите, что острый угол между хордой окружности и каса
тельной к окружности в конце хорды равен половине угла 
между радиусами, проведенными к  концам хорды (рис. 261).
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60. Постройте треугольник по стороне, противолежащему ей углу 
и высоте, проведенной из вершины этого угла.

Пункт 108
61. Из точки С окружности проведен перпендикуляр СП к диаме

тру А В . Докажите, что СП2 = АП • ВП.
62. Д окаж ите, что произведение отрезков секущей окружности 

равно квадрату отрезка касательной, проведенной из той же 
точки: АС  • ВС = СП2 (рис. 262).

63. Как далеко видно из самолета, летящего на высоте 4 км над 
Землей, если радиус Земли 6370 км?

64. Вычислите радиус горизонта, видимого с вершины телебашни 
в Останкине, высота которой 537 м.

Решение треугольников

109.  Теорема косинусов
Теорема (теорема косинусов)

12.1
Квадрат любой стороны треугольника равен сумме 
квадратов двух других сторон без удвоенного произ
ведения этих сторон на косинус угла между ними.

Доказательство.
Пусть АВС  — данный треугольник 

(рис. 263). Докажем, что
ВС2 = А В 2 + АС2 -  2АВ • АС • сое А.
Имеем векторное равенство
ВС = АС -  А В .
Возведя это равенство скалярно в квад

рат, получим:
ВС2 = А В 2 + А С 2 -  2АВ  • АС,

или
ВС2 = А В 2 + АС2 -  2АВ • АС • сое А. 
Теорема доказана.
Заметим, что АС  • сое А равно по абсо

лютной величине проекции АП стороны АС на сто
рону А В  (рис. 263, а) или ее продолжение 
(рис. 263, б). Знак ДС • соз А зависит от угла А: «+»,

6 Геометрия, 7—9 кл. 1 6 1

а) С

б) С

Рис. 263
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если угол А  острый, « -» , если угол А  тупой. Отсю
да получается следствие:
квадрат стороны треугольника равен сумме квадра
тов двух других сторон «±» удвоенное произведение 
одной из них на проекцию другой. Знак «+» надо 
брать, когда противолежащий угол тупой, а знак 
«-» ,  когда угол острый.

Задача (7).
Даны стороны треугольника а , Ь, с. Най

дите высоту треугольника, опущенную на сторону с.
Решение.

± 2с • А1) (рис. 264).

а)

Имеем а2 = Ъ2 + с2

Отсюда АП = ±
а2- Ь 2- с 2 

2 с По теореме Пифагора

СП =V лС г - А Д г = ^ ь 2- ( а2~% ~с* у .

б)

110.  Теорема синусов
Теорема (теорема синусов)

12.2
Стороны треугольника пропорциональны синусам  
противолежащих углов.

Доказательство.
Пусть АВС  — треугольник со сторонами 

а, Ь, с и противолежащими углами а , р, у (рис. 265). 
Докажем, что

зш а з т  р 81П у

Опустим из вершины С высоту СП. Из 
прямоугольного треугольника А.СП, если угол а  
острый, получаем СП = Ь зш  а  (рис. 265, а). Если 
угол а  тупой, то СП = Ь зш  (180° -  а ) = Ь з т  а  
(рис. 265, б). Аналогично из треугольника ВСП по
лучаем СП = а 81п р.

Итак, а з т  Р = Ь з т  а . Отсюда 
Ь а

зш р зша
Аналогично доказывается равенство

Ь с
з ш р 81П у

а)

б)

Рис. 265
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Для доказательства надо провести высоту треуголь
ника из вершины А . Теорема доказана.

Задача (13).
Докажите, что в теореме синусов каждое

а Ь с
из трех отношений: 8ша * 8шр * 81Пу — равно 2В,

где К  — радиус окружности, описанной около тре
угольника.

Решение.
Проведем диаметр В Б  (рис. 266). По 

свойству углов, вписанных в окружность, угол при 
вершине Б  прямоугольного треугольника ВСБ  равен 
либо а, если точки А  и В лежат по одну сторону от 
прямой ВС (рис. 266, а), либо 180° -  а, если они ле
ж ат по разные стороны от прямой ВС  (рис. 266, б). 
В первом случае ВС = В Б  з т  а, во втором ВС = 
= В Б  81п (180° -  а). Так как  з т  (180° -  а) = з т  а, 
то в любом случае а = 2К вш а. Следовательно,

Я,

что и требовалось доказать.

111- Соотношение между углами 
треугольника и противолежащими 
сторонами

В треугольнике против большего угла лежит боль
шая сторона, против большей стороны лежит боль
ший угол.

Пусть а и Ь — две стороны треугольника 
и а, Р — противолежащие им углы. Докажем, что 
если а > р, то а > Ь. И обратно: если а > Ь, то а > р.

Если углы а  и Р острые (рис. 267, а), то 
при а  > Р будет з т  а  > з т  р. А  так как

81П а  _  81П Р

а ~  ь *

то а > Ь. Если угол а тупой (оба угла не могут быть 
тупыми), то угол 180° -  а острый (рис. 267, б). При
чем угол 180° -  а больше угла Р как  внешний угол 
треугольника, не смежный с углом р. Поэтому вш а = 
= 81п (180° -  а) > 81п р. И мы снова заключаем, что 
а > Ь.

Д окаж ем обратное утверждение. Пусть 
а >  Ъ. Надо доказать, что а > р. Допустим, что а < р.

а)

б)

1»т-. 200

а)

б)

Рис. 207
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Если а  = р, то треугольник равнобедренный и 
а = Ь. Если а  < Р, то по доказанному а < Ь. В обо
их случаях получается противоречие, так как  по 
предположению а > Ь, значит, а  > р, что и требова
лось доказать.

Задача (17).
Докажите, что если в треугольнике есть 

тупой угол, то противолежащ ая ему сторона наи
большая.

Решение.
В треугольнике может быть только один 

тупой угол. Поэтому он больше любого из остальных 
углов. А значит, противолежащая ему сторона боль
ше любой из двух других сторон треугольника.

112.  Решение треугольников
Решение треугольников состоит в нахож

дении неизвестных сторон и углов треугольника по 
известным его углам и сторонам. Будем обозначать 
стороны треугольника через а , Ь, с, а противолежа
щие им углы через а , р, у (рис. 268).

Задача (26).
1) В треугольнике даны сторона а = 5 и 

два угла Р = 30°, у = 45°. Найдите третий угол и ос
тальные две стороны.

Решение.
Так как  сумма углов треугольника равна 

180°, то третий угол а  выражается через заданные 
углы: а  = 180° -  р -  у = 180° -  30° -  45° = 105°.

Зная сторону и все три угла, по теореме 
синусов находим две остальные стороны:

Ь = а 8Ш  Р 

81Па = 5 81П 30 
в т  105°

0.500
0.966

2,59,

в т  у 0,707 _  „с = а • ■ * ~ 5* —— г  ~ 3,66.8Ша 0,966

Задача (27).
1) В треугольнике даны две стороны 

а = 12, Ь = 8 и угол между ними у = 60°. Найдите 
остальные два угла и третью сторону.

Решение.
Сторону находим по теореме косинусов:

с = ^1а2 + Ь2-  2аЬ*со8у =

= *^144 + 64 -2*  12-8 -0,500 = У п 2  ~ 10,6.

Рис. 268
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Теперь, имея три стороны, по теореме ко
синусов находим косинусы двух неизвестных углов 
и сами углы:

1.2 , 2 2 Ь +с  - а  _сова = -----—  ~ 0,189, откуда а  ~ 79 ,
Р = 180° -  а  -  у ~ 41°.

Задача (28).
5) В треугольнике даны две стороны 

а = 6, Ь = 8 и противолеж ащ ий стороне а угол 
а  = 30°. Найдите остальные углы и сторону.

Решение.
По теореме синусов находим в т  р:

в т  р = — • в т  а  = -|- ■ в т  30° ~ 0,667.к а 6

Этому значению синуса соответствуют два угла: Р! ~
~ 42° и Р2 ~ 138°.

Рассмотрим сначала угол Р! ~ 42°. По не
му находим третий угол ух = 180° -  а  -  р ~ 108° и 
по теореме синусов третью сторону:

1 вш а в т  30 0,500

Аналогично по углу р2 ~ 138° находим у2 ~ 12° и 
с2 ~ 2,49.

Замечание.
Мы видим, что эта задача в отличие от 

предыдущих имеет два решения (рис. 269). При дру
гих численных данных, например при а  > 90°, за
дача может иметь лиш ь одно решение или вовсе не 
иметь решений.

Задача (29).
1) Даны три стороны треугольника: а = 2,

Ь = 3, с = 4. Найдите его углы.
Решение.
Углы находятся по теореме косинусов:

2̂_|_с2_д2 „

сов а  = ----2 ьс = "в" ~ 0,875, откуда а  ~ 29°. Рис-

Аналогично находится сов р = 0,688, от
куда р ~ 47° и у = 180° -  47° -  29° = 104°.

1 6 5  Р еш

а

269

4 1  и г  т р гуго .н и ш ко и



Контрольные вопросы
1. Докажите теорему косинусов.
2. Докажите, что квадрат стороны треуголь

ника равен сумме квадратов двух других 
сторон «±» удвоенное произведение од
ной из этих сторон на проекцию другой.
От чего зависит знак «+» или «-» ?

3. Докажите теорему синусов.
4. Д окаж ите, что в любом треугольнике 

против большей стороны лежит больший 
угол и против большего угла лежит боль
ш ая сторона.

Задачи 
Пункт 109

1. Стороны треугольника 5 м, 6 м, 7 м.
Найдите косинусы углов треугольника.

2. У треугольника две стороны равны 5 м и 
6 м, а синус угла между ними равен 0,6.
Найдите третью сторону.

3. Стороны треугольника равны а , Ь, с. Д окаж ите, что если 
а2 + Ь2 > с2, то угол, противолежащий стороне с, острый. Ес
ли а2 + Ь2 < с2, то угол, противолежащий стороне с, тупой.

4. Даны диагонали параллелограмма с и й  угол между ними а. 
Найдите стороны параллелограмма.

5. Даны стороны параллелограмма а и Ь и один из углов а . Н ай
дите диагонали параллелограмма.

6. Стороны треугольника 4 м, 5 м и 6 м. Найдите проекции сто
рон 4 м и 5 м на прямую, содержащую сторону 6 м.

7. Даны стороны треугольника а , Ь, с. Найдите высоту тре
угольника, опущенную на сторону с.

8. Найдите высоты треугольника в задаче 1.
9. Найдите медианы треугольника в задаче 1.

10. Найдите биссектрисы треугольника в задаче 1.
11. Как изменяется сторона А В  треугольника АВС, если угол С 

возрастает, а длины сторон АС  и ВС остаются без изменений 
(рис. 270)?
Пункт 110

12. У треугольника АВС А В  = 15 см, АС = 10 см. Может ли 

8ш р = - |-?
13. Докажите, что в теореме синусов каждое из трех отношений

’ ИКр" ’ ИКГ Равно 2К' где К ~  РадиУс окружности, опи
санной около треугольника.

Рис. 270
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14. Как найти радиус окружности, описанной около треугольника, 
зная его стороны? Найдите радиус окружности, описанной око
ло треугольника со сторонами 5 м, 6 м, 7 м.

15. Объясните, как найти расстояние от точки А до недоступной 
точки В (рис. 271), зная расстояние АС  и углы а и р .

16. Объясните, как  найти высоту х  м аяка (рис. 272) по углам а  и 
Р и расстоянию а.

17.

18.

19.

20.

21.
22.

23.

24.

25.

Пункт 112
26. Даны сторона и два угла тре

угольника. Найдите третий угол 
и остальные две стороны, если:
1) а = 5, р = 30°, у = 45°;
2) а = 20, а  = 75°, р = 60°;
3) а = 35, р = 40°, у = 120°;
4) Ь = 12, а  = 36°, р = 25°;
5) с = 14, а  = 64°, р = 48°. Рис. 272

Пункт 111
Докажите, что если в треугольнике есть тупой угол, то проти
волежащ ая ему сторона наибольшая.
В треугольнике АВС А А  = 40°, А В  = 60°, АС = 80°. К акая из 
сторон треугольника наибольшая, какая наименьшая?
У треугольника АВС  стороны А В  = 5,1 м, ВС = 6,2 м, 
АС = 7,3 м. Какой из углов треугольника наибольший, какой 
наименьший?
Что больше — основание или боковая сторона равнобедренно
го треугольника, если прилежащ ий к основанию угол больше 
60°?
У треугольника АВС  угол С тупой. Докажите, что если точка 
X  лежит на стороне АС, то В Х  < АВ.
У треугольника АВС  угол С тупой. Докажите, что если точка 
X  леж ит на стороне АС, а точка У — на стороне ВС, то 
Х У  < АВ.
На стороне АВ треугольника АВС  отмечена точка В. Докажи
те, что отрезок СВ меньше по крайней мере одной из сторон: 
АС или ВС.
Дан треугольник АВС. СВ — ме
диана, проведенная к стороне 
АВ. Д окаж ите, что если АС >
> ВС, то угол АСВ меньше угла 
ВСВ.
Докажите, что биссектриса тре
угольника не меньше высоты и 
не больше медианы, проведен
ных из этой же вершины.
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27.

28.

29.

Даны две стороны и угол между ними. 
Найдите остальные два угла и третью 
сторону, если:
1) а = 12, Ь = 8, у = 60°;
2) а = 7, Ь = 23, у = 130°;
3) Ь = 9, с = 17, а  = 95°;
4) Ь = 14, с = 10, а  = 145°;
5) а = 32, с = 23, р = 152°;
6) а = 24, с = 18, р = 15°.
В треугольнике заданы две стороны и 
угол, противолежащий одной из сторон. 
Найдите остальные углы и сторону тре
угольника, если:

а)

1) а = 12, Ь = 5, а
2) а = 27, Ь = 9, а
3) а = 34, Ь = 12, а
4) а = 2, Ь = 4, а
5) а = 6, Ь = 8, а

=  120°; 
= 138°; 
= 164°; 
= 60°; 
= 30°.

Даны три стороны треугольника. Найди
те его углы, если:
1) а = 2, Ь = 3, с = 4;
2) а = 7, Ъ = 2, с = 8;
3) а = 4, Ь = 5, с = 7;
4) а = 15, Ь = 24, с = 18;
5) а = 23, Ь = 17, с = 39;
6) а = 55, Ь = 21, с = 38.

Многоугольники

Рис. 273

113.  Ломаная
Ломаной А 1А 2А3 ... А п называется фигу

ра, которая состоит из точек А 2, ..., А п и соеди
няющих их отрезков А хА 2, А^А^, ..., А п_хА п. Точки 
А 1, А 2, ..., А п называются верш инами ломаной, а 
отрезки А 1А 2, А 2А3 ..., А п_1А п — звеньями ломаной. 
Ломаная называется простой, если она не имеет са
мопересечений.

На рисунке 273, а показана простая ло
маная, а на рисунке 273, б — ломаная с самопере
сечением (в точке В). Длиной ломаной называется 
сумма длин ее звеньев.
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Теорема
13.1

Длина ломаной не меньше длины отрезка, соединя
ющего ее концы.

Доказательство.
Пусть А 1А 2А3 ... А п — данная ломаная

(рис. 274).
Заменим звенья А ХА 2 и А^А^ одним зве

ном А 1А 3. Получим ломаную А 1А 3А4 ... А п. Так как 
по неравенству треугольника

■А\А3 < А 4А 2 + А2А3, 
то ломаная А 1А 3А4 ... А п имеет длину, не большую 
чем исходная ломаная.

Заменяя таким же образом звенья А ХА 3 и 
АдА4 звеном А гА 4, переходим к ломаной А 1А 4А5 ... А п, 
которая такж е имеет длину, не большую чем исход
ная ломаная. И т. д. В итоге мы придем к отрезку 
А 1Ап, соединяющему концы ломаной. Отсюда следу
ет, что исходная ломаная имела длину, не меньшую 
длины отрезка А хА п. Теорема доказана.

Задача (1).
Даны две окружности с радиусами Я х и 

Я2 и расстоянием между центрами (I > Я г + Я2. Че
му равны наибольшее и наименьш ее расстояния 
между точками X  и У  этих окружностей?

Решение.
Д ля ломаной ОгХ У 0 2 по теореме 13.1 

0 10 2 < ОхХ  + Х У  + У 0 2 (рис. 275). Значит, й <
+ Х У  + Я2. Отсюда Х У  > й -  Я х — Я2. Так как  
АС = (1 -  Я х -  Я2, то наименьшее расстояние между 
точками окружностей равно й -  Я х -  Я2.

Для ломаной Х О хО^У по той же теореме 
Х У  Я х + й + Я2. Так как В Б  = й  + Яг + Я2, то 
наибольшее расстояние между точками окружностей 
равно (I + Яг + Я2.

114. Выпуклые многоугольники
Ломаная называется замкнутой, если у 

нее концы совпадают. Простая замкнутая ломаная 
называется многоугольником, если ее соседние зве
нья не лежат на одной прямой (рис. 276). Вершины

Рис. 274
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ломаной называются вершинами многоугольника, а 
звенья ломаной — сторонами многоугольника. От
резки, соединяющие несоседние верш ины много
угольника, называются диагоналями. Многоуголь
ник с п верш инами, а значит, и с п сторонами 
называется п-утольником.

Плоским многоугольником, или много
угольной областью называется конечная часть пло
скости, ограниченная многоугольником (рис. 277).

М ногоугольник назы вается выпуклым, 
если он лежит в одной полуплоскости относительно 
любой прямой, содержащей его сторону. При этом 
сама прямая считается принадлежащей полуплоско
сти. На рисунке 278, а изображен выпуклый много
угольник, а на рисунке 278, б — невыпуклый. 
Углом выпуклого многоугольника при данной вер
шине называется угол, образованный его сторонами, 
сходящимися в этой вершине.

Теорема

Сумма углов выпуклого п-угольника равна 
180° • (п -  2).

Рис. 276

13.2

Доказательство.
В случае п  = 3 теорема справедлива. 

Пусть А гА 2 ... А п — данный выпуклый многоуголь
ник и п  > 3  (рис. 279). Проведем п -  3 диагонали: 
А ^ з ,  А гА 4, ..., А 1А п1 . Так как многоугольник вы
пуклый, то эти диагонали разбивают его на п - 2  
треугольника: АА-^А^А3, ЛА1А3А4, ..., ЛА1АП_1АП. Сум
ма углов многоугольника А ХА 2 ... А п совпадает с сум
мой углов всех этих треугольников. Сумма углов 
каждого треугольника равна 180°, а число этих тре
угольников есть п - 2 .  Поэтому сумма углов выпук
лого п-угольника А ХА 2 ... А п равна 180° • (п -  2). Те
орема доказана.

Внешним углом выпуклого многоуголь
ника при данной вершине называется угол, смеж
ный с внутренним углом многоугольника при этой 
вершине.

Задача (9).
Чему равна сумма внешних углов выпук

лого п-угольника, взяты х по одному при каж дой 
вершине?
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Решение. А3 А4
Сумма внутреннего угла многоугольника 

и смежного с ним внешнего равна 180°. Поэтому 
сумма всех внутренних и внеш них углов равна 
180° • п. Но сумма всех внутренних углов равна 
180° • (п -  2). Значит, сумма внешних углов, взятых 
по одному при каждой вершине, равна 180° • п -  
-  180° • (п -  2) = 360°.

115.  Правильные многоугольники
В ыпуклый многоугольник назы вается 

правильным, если у него все стороны равны и все 279
углы равны.

Многоугольник называется вписанным в 
окружность, если все его вершины лежат на некото
рой окружности. Многоугольник называется описан
ным около окружности, если все его стороны каса
ются некоторой окружности.

Теорема
13.3

П равильны й вы пуклы й многоугольник является  
вписанным в окружность и описанным около ок
ружности.

Доказательство.
Пусть А  и В  — две соседние вершины 

правильного многоугольника (рис. 280). Проведем 
биссектрисы углов многоугольника из вершин А  и 
В. Пусть О — точка их пересечения.

Треугольник АОВ  равнобедренный с осно
ванием А В  и углами при основании, равными у  ,

где а  — угол многоугольника.
Соединим точку О с вершиной С, сосед

ней с В. Треугольники АВО  и С ВО  равны по перво
му признаку равенства треугольников. У них сторо
на ОБ общая, стороны А В  и ВС равны как  стороны

_  амногоугольника, а углы при вершине В  равны — .
Из равенства треугольников следует, что треуголь
ник ОВС равнобедренный с углом при вершине С,
равным у , т. е. СО есть биссектриса угла С.

Теперь соединяем точку О с вершиной Б , 
соседней с С, и доказываем, что треугольник СОБ

Рис. 280
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равнобедренный и 2 ) 0  — биссектриса угла О много
угольника. И т. д.

В итоге получается, что каж ды й тре
угольник, у которого одна сторона есть сторона мно
гоугольника, а противолежащая вершина — точка О, 
является равнобедренным.

Все эти треугольники имеют равные бо
ковые стороны и равные высоты, опущенные на их 
основания. Отсюда следует, что все вершины много
угольника находятся на окружности с центром О и 
радиусом, равным боковым сторонам треугольников, 
а все стороны многоугольника касаются окружности 
с центром О и радиусом, равным высотам треуголь
ников, опущенным из вершины О. Теорема дока
зана.

Вписанная и описанная окружности пра
вильного многоугольника имеют один и тот же 
центр. Его называю т центром многоугольника. 
Угол, под которым видна сторона правильного мно
гоугольника из его центра, называется центральным 
углом многоугольника.

116.  Формулы для радиусов вписанных 
и описанных окружностей 
правильных многоугольников
Найдем радиус В  описанной окружности 

и радиус г вписанной окружности для правильного 
многоугольника со стороной а и числом сторон п 
(рис. 281).

Имеем:

Р =
180е
п

Е  = ОВ =

г = ОС =

св
81П Р 

СВ

а

2 з т

а

180 °

180 °

угольника п = 3, р =

В  =

Д л я  правильного (равностороннего) тре- 
180° = 60°.

а
2зш 60° 21в 60°

а

2^3 ’
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Д л я  правильного четырехугольника ( ква-
Л П 180° _  лкг  драта) п = 4, р = —  45 .

П а _  а а _  а
2&ш 45° -\[2 * 21^ 45° 2

Длл правильного шестиугольника п = 6,
р = ^ 1  = зо-.

п  а а а Уз”
Д =  ^ ■ „„о =  а ,  Г =2&ш 30° 30° 2

Задача (16).
Найдите выражения для стороны ап пра

вильного п-угольника через радиус .К описанной око
ло него окружности и радиус г вписанной окружно
сти. Вычислите ап при п = 3, 4, 6.

Решение.
апТак как  -К = --------— — , то отсюда еле-

180 
2 8 Ш  ---- 1----

180дует: ап = 2Даш  п . В частности,

а3 = к Ч з  , а4 = К^12 у а6 = Е.
а

Так как  г = ------    , то отсюда следу-
1800 

21е —
1 Я0°ет: а_ = 2г . В частности,п п

а3 = 2г^[з , а4= 2 г , а6 = - ^ г .
\з

117.  Построение некоторых
правильных многоугольников
Для построения правильного многоуголь

ника, вписанного в окружность, достаточно постро
ить его центральный угол. У правильного ш ести

угольника такой угол равен 3^° = 60°. Поэтому для
построения правильного шестиугольника одну вер- 
шину (А!) на окружности берем произвольно. Из нее 
как  из центра радиусом, равным радиусу окруж 
ности, делаем засечку и получаем верш ину А 2 Рис. 282
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(рис. 282). Затем аналогично строим остальные вер
шины А3, А 4у А5, А 6 и  соединяем их отрезками.

Для построения правильного вписанного 
треугольника достаточно соединить через одну вер
шины правильного вписанного ш естиугольника 
(рис. 283).

Для построения правильного вписанного 
четырехугольника (квадрата) достаточно провести 
через центр окружности перпендикулярные прямые. 
Они пересекут окружность в верш инах квадрата 
(рис. 284).

Для построения правильного описанного 
многоугольника достаточно провести касательные к 
окружности в верш инах правильного вписанного 
многоугольника. К асательные, проходящ ие через 
вершины правильного вписанного многоугольника, 
пересекаются в вершинах правильного описанного 
многоугольника (рис. 285).

Если в окружность вписан правильный 
тг-угольник, то легко построить правильный вписан
ный 2 тг-угольник. На рисунке 286 показано постро
ение правильного восьмиугольника.

118. Подобие правильных выпуклых 
многоугольников 
Теорема

Рис. 284

13.4
Правильные выпуклые /1-угольники подобны. В част
ности, если у них стороны одинаковы, то они 
равны.

Доказательство.
Докажем сначала второе утверждение тео

ремы. Итак, пусть Р х: А 1А 2 ... А„, Р2: В 1В 2 ... В п — 
правильные выпуклые тг-угольники с одинаковыми 
сторонами (рис. 287). Докажем, что они равны, т. е. 
совмещаются движением.

Треугольники А 1А 2А3 и В 1В 2В Э равны по 
первому признаку. У них А ХА 2 = В 4В 2, А ^ 3 = В 2В 3 
и А А 1А 2А3 = А В 4В 2В 3.

Подвергнем многоугольник Р х движению, 
при котором его вершины А г, А2, А 3 переходят в вер
шины В 1У В2, В 3 соответственно. Как мы знаем, та
кое движение существует. При этом верш ина А а
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перейдет в некоторую точку С. Точки В4 и С лежат 
по одну сторону с точкой В х относительно прямой 
В 2В 3. Так как движение сохраняет углы и расстоя
ния, то /.ВзВдС = А В 2В 3В 4 и В 3С = В 3В А. А значит, 
точка С совпадает с точкой В4. И так, при нашем 
движении вершина А 4 переходит в вершину В4. Да
лее таким же способом заключаем, что вершина А ъ 
переходит в вершину В5 и т. д. То есть многоуголь
ник Р х переводится движением в многоугольник Р2, 
а значит, они равны.

Чтобы доказать первое утверждение тео
ремы, подвергнем сначала многоугольник Р 1 преоб
разованию подобия, например гомотетии, с коэффи

циентом подобия к = В 1В 2

А1А2
• При этом получим пра

вильный тг-угольник Р' с такими же сторонами, как 
и у многоугольника Р2.

По доказанному многоугольник Р’ пере
водится движением в многоугольник Р 2» а значит, 
многоугольник Р х переводится в многоугольник Р2 
преобразованием подобия и движением. А это есть 
снова преобразование подобия.

Теорема доказана.
У подобных фигур коэффициент подобия 

равен отношению соответствующих линейных раз
меров. У правильных 71-угольников такими линей
ными размерами являются длины сторон, радиусы 
вписанных и описанных окружностей. Отсюда сле
дует, что у правильны х тг-угольников отнош ения 
сторон, радиусов вписанных и радиусов описанных 
окружностей равны. А так как периметры 71-уголь
ников тоже относятся как стороны, то
у правильных /1-угольников отношения периметров, 
радиусов вписанных и радиусов описанных окруж
ностей равны.

119. Длина окружности
Наглядное представление о длине окруж 

ности получается следующим образом. Представим 
себе нить в форме окружности. Разрежем ее и рас
тянем за концы. Длина полученного отрезка и есть 
длина окружности. К ак найти длину окружности, Р и с . 2 8 7
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зная ее радиус? Ясно, что при неограниченном уве
личении числа сторон вписанного в окружность пра
вильного многоугольника его периметр неограничен
но приближается к длине окружности (рис. 288). 
Исходя из этого, докажем некоторые свойства дли
ны окружности.

Теорема
13.5

Отношение длины окружности к ее диаметру не за 
висит от окружности, т. е. одно и то же для любых 
двух окружностей.

Доказательство.
Возьмем две произвольные окружности. 

Пусть Е г и Е 2 — их радиусы, а 1Х и 12 — их длины.
Допустим, что утверждение теоремы не-

верно и ор ^  ор , например:иД ̂  и/12

1\  12

2ПХ 2Н2 ’ (*)

Впишем в наши окружности правильные 
выпуклые многоугольники с большим числом сто
рон п. Если п очень велико, то длины наших окруж
ностей будут очень мало отличаться от периметров 
р 1 и р 2 вписанных многоугольников. Поэтому нера
венство (*) не нарушится, если в нем заменить 1Х на 
р 19 а 12 на р 2:

Р\ Рг
<

2 Нг 2К2 (**)

Рис. 288

Но, как мы знаем, периметры правиль
ных выпуклых тг-угольников относятся как радиусы 
описанных окружностей:

Р\ _  Д1 
Р 2 в 2 *

Г* Р1 р2 ЛОтсюда —— = ——. А это противоречит я  1 н2
неравенству (**).

Теорема доказана.
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Отношение длины окружности к диамет
ру принято обозначать греческой буквой л  (читает
ся «пи»): —!— = п. Число п иррациональное. Прибли- 

2Л
женное значение п ~ 3,1416.

Приближенное значение числа к было из
вестно уже древним грекам. Очень простое прибли-

22женное значение л  нашел Архимед: — . Оно отли
чается от точного значения меньше чем на 0,002.

Так как  = то длина окружности 
вычисляется по формуле 

I = 2 лЕ.

120. Радианная мера угла
Найдем длину дуги окружности, отвеча

ющей центральному углу в п° (рис. 289). Разверну
тому углу соответствует длина полуокружности лЕ. 
Следовательно, углу в 1° соответствует дуга длины

ЛЕ
180е ’ а УГЛУ в п° соответствует дуга длины 

, л в

Радианной мерой угла называется отно
шение длины соответствующей дуги к радиусу ок
ружности. Из формулы для длины дуги окружности 
следует, что

_1 л_
Е  ~  180е %П ’

т. е. радианная мера угла получается из градусной
л

умножением на 180о . В частности, радианная мера 
угла 180° равна л, радианная мера прямого угла рав
на .

2
Единицей радианной меры углов являет

ся радиан. Угол в один радиан — это угол, у кото
рого длина дуги равна радиусу (рис. 290). Градусная

180е __омера угла в один радиан равна —- — ~ 57 .

7 7 7

Архимед — древне
греческий ученый 
(III в. до и. э.)

Рис. 290
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Задача (50).
Найдите радианную меру углов тре

угольника АВС, если АА = 60°, АВ = 45°.
Решение.

Радианная мера угла А равна 60 • .

Радианная мера угла В  равна 45°* .

По теореме о сумме углов треугольника

Контрольные вопросы
1. Что такое ломаная, длина ломаной?
2. Докажите, что длина ломаной не меньше длины отрезка, со

единяющего ее концы.
3. Что такое многоугольник, выпуклый многоугольник?
4. Что такое плоский многоугольник?
5. Что такое угол выпуклого многоугольника при данной верши

не?
6. Выведите формулу для суммы углов выпуклого многоугольни

ка.
7. Что такое внешний угол выпуклого многоугольника?
8. Докажите, что правильный многоугольник является вписан

ным в окружность и описанным около окружности.
9. Что называется центром многоугольника? центральным углом 

многоугольника?
10. Выведите формулы для радиусов вписанной и описанной ок

ружностей правильного л-угольника.
11. Найдите радиусы вписанной и описанной окружностей для 

правильного треугольника, четырехугольника (квадрата), шес
тиугольника.

12. К ак построить правильный вы пуклы й ш естиугольник, тре
угольник, четырехугольник, восьмиугольник?

13. Докажите, что правильные выпуклые л-угольники подобны. 
В частности, если у них стороны одинаковы, то они равны.

14. Докажите, что отношение длины окружности к ее диаметру 
не зависит от окружности, т. е. одно и то же для всех окруж
ностей.

15. По какой формуле вычисляется длина окружности?
16. По какой формуле вычисляется длина дуги окружности?
17. Что такое радианная мера угла?
18. Чему равны радианные меры углов 180° и 90°?
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Пункт 113
Даны две окружности с радиусами В х и 
В 2 и расстоянием между центрами 
й > В х + В 2. Чему равны наибольшее и 
наименьшее расстояния между точками 
X  и У этих окружностей?
Реш ите задачу 1 при условии, что 
й < В г -  В 2 (рис. 291).
Докажите, что если вершины ломаной не 
лежат на одной прямой, то длина лома
ной больше длины отрезка, соединяюще
го ее концы.
Докажите, что у замкнутой ломаной рас
стояние между любыми двумя вершина
ми не больше половины длины ломаной.
Докажите, что у замкнутой ломаной дли
на каждого звена не больше суммы длин 
остальных звеньев.
Может ли замкнутая ломаная иметь зве
нья длиной 1 м, 2 м, 3 м, 4 м, 11 м? Объ
ясните ответ.
Докажите, что если концы ломаной ле
ж ат по разные стороны от данной пря
мой, то она пересекает эту прямую 
(рис. 292).

Пункт 114
Сколько диагоналей у п-угольника?
Ч е м у  р а в н а  с у м м а  в н е ш н и х  у г л о в  в ы п у к 
л о г о  П -уГ О Л Ь Н И К а, ВЗЯТЫХ ПО ОДНОМУ П р и  Риг.  292
каждой вершине?
Углы выпуклого четырехугольника пропорциональны числам 
1, 2, 3, 4. Найдите их.
Докажите, что у четырехугольника, описанного около окруж
ности, суммы длин противолежащих сторон равны.

Пункт 115
Сколько сторон имеет правильный многоугольник, каждый из 
внутренних углов которого равен: 1) 135°; 2) 150°?
Сколько сторон имеет правильный многоугольник, если каж 
дый из внешних его углов равен: 1) 36°; 2) 24°?
Д окаж ите, что взяты е через одну верш ины правильного 
2п-угольника являются вершинами правильного п-угольника. 
Докажите, что середины сторон правильного п-угольника яв
ляются вершинами другого правильного п-угольника.
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Пункт 116
16. Найдите выражения для стороны ап правильного тг-угольника 

через радиус Е  описанной около него окружности и радиус г 
вписанной окружности. Вычислите ап при п = 3, 4, 6.

17. Хорда, перпендикулярная радиусу и проходящая через его се
редину, равна стороне правильного вписанного треугольника. 
Докажите.

18. У правильного треугольника радиус вписанной окружности 
в 2 раза меньше радиуса описанной окружности. Докажите.

19. Сторона правильного вписанного в окружность треугольника 
равна а. Найдите сторону квадрата, вписанного в эту окруж
ность.

20. В окружность радиусом 4 дм вписан правильный треугольник, 
на стороне которого построен квадрат. Найдите радиус окруж
ности, описанной около квадрата.

21. Конец валика диаметром 4 см опилен под квадрат. Каким мо
жет быть наибольший размер стороны квадрата?

22. Конец винта газовой задвижки имеет правильную трехгранную 
форму. Каким может быть наибольший размер грани, если ди
аметр цилиндрической части винта 2 см?

23. Докажите, что сторона правильного восьмиугольника вычисля
ется по формуле а8 = Е ^ 2 -  у!2 , где Е  — радиус описанной 
окружности.

24. Докажите, что сторона правильного 12-угольника вычисляется

по формуле а12 = Е  V2 -  у[з  , где Е  — радиус описанной окруж 
ности.

25. Найдите стороны правильного пятиугольника и правильного 
10-угольника, вписанных в окружность радиуса Е.

26. Сторона правильного многоугольника равна а, а радиус описан
ной окружности Е. Найдите радиус вписанной окружности.

27. Сторона правильного многоугольника равна а, а радиус впи
санной окружности г. Найдите радиус описанной окружности.

28. Выразите сторону Ь правильного описанного многоугольника 
через радиус Е  окружности и сторону а правильного вписан
ного многоугольника с тем же числом сторон.

29. Выразите сторону а правильного вписанного многоугольника 
через радиус Е  окружности и сторону Ъ правильного описан
ного многоугольника с тем же числом сторон.

Пункт 117
30. Впишите в окружность правильный 12-угольник.
31. Опишите около окружности правильный треугольник, квадрат, 

правильный восьмиугольник.
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Пункт 118
32. Радиусы вписанной и описанной окружностей одного правиль

ного л-угольника равны гх и В х, а радиус вписанной окружно
сти другого правильного л-угольника равен г2. Чему равен ра
диус описанной окружности другого л-угольника?

33. Периметры двух правильны х л-угольников относятся как  
а : Ь. К ак относятся радиусы их вписанных и описанных 
окружностей?

Пункт 119
34. Вычислите длину окружности, если ее радиус равен:

1) 10 м; 2) 15 м.
35. На сколько изменится длина окружности, если радиус изме

нится на 1 мм?
36. Найдите отношение периметра правильного вписанного 

восьмиугольника к диаметру и сравните его с приближенным 
значением п.

37. Решите задачу 36 для правильного 12-угольника.
38. Найдите радиус земного шара, исходя из того, что 1 м состав

ляет одну 40-миллионную долю длины экватора.
39. На сколько удлинился бы земной экватор, если бы радиус зем

ного ш ара увеличился на 1 см?
40. Внутри окружности радиуса Я  расположены л равных окруж

ностей, которые касаются друг друга и данной окружности. 
Найдите радиусы этих окружностей, если число их равно:
1) 3; 2) 4; 3) 6 (рис. 293).

41. Решите предыдущую задачу, если окружности расположены 
вне данной окружности.

42. Ш кив имеет в диаметре 1,4 м и делает 80 оборотов в минуту. 
Найдите скорость точки на окружности шкива.

Пункт 120
43. Найдите длину дуги окружности радиуса 1 см, отвечающей 

центральному углу: 1) 30°; 2) 45°; 3) 120°; 4) 270°.

1‘иг. 29а
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44. Сколько градусов содержит центральный угол, если соответст-
1 1 1 вую щ ая ему дуга составляет: 1) у ; 2) 4 ; 3) ; 4) ;

2 з
5) Т  » 6) ~4 окружности?

45. Какой угол образуют радиусы Земли, проведенные в две точ
ки  на ее поверхности, расстояние между которыми равно 
1 км? Радиус Земли 6370 км.

46. По радиусу Я  = 1 м найдите длину дуги, отвечающей цент
ральному углу: 1) 45°; 2) 30°; 3) 120°; 4) 45°45'; 5) 60°30';
6 ) 150°36\

47. По данной хорде а найдите длину ее дуги, если градусная ме
ра дуги равна: 1) 60°; 2) 90°; 3) 120°.

48. По данной длине дуги I найдите ее хорду, если дуга содержит:
1) 60°; 2) 90°; 3) 120°.

49. Найдите радианную меру углов: 1) 30°; 2) 45°; 3) 60°.
50. Найдите радианную меру углов треугольника АВС, если 

/ А  = 60°, АВ = 45°.
51. Найдите градусную меру угла, если его радианная мера равна:

1) 2) -5 .; 3) ; 4) ; 5) 6 )

■  7Ж * Площади фигур

121. Понятие площади
Геометрическую фигуру будем называть 

простой, если ее можно разбить на конечное число 
плоских треугольников. Напомним, что плоским 
треугольником мы называем конечную часть плос
кости, ограниченную треугольником (рис. 294).

Примером простой фигуры является вы
пуклый плоский многоугольник. Он разбивается на 
плоские треугольники диагоналями, проведенными 
из какой-нибудь его вершины (рис. 295). В этом па
раграфе мы рассматриваем только плоские много
угольники и поэтому повторять каждый раз слово 
«плоский» не будем. Дадим определение площади 
для простых фигур.

Для простых фигур площадь — это по
лож ительная величина, численное значение кото
рой обладает следующими свойствами:

1) Равны е фигуры имеют равны е пло
щади.
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на п
лежат на стороне А В г. Тогда

(■^ т ^ А В

Отсюда, разделив на АВ, получим:
а в ,тп 1 т 1

~п ^  ~АВ  ̂^  "л" ~п ‘

Проведем через точки деления прямые, 
параллельные основанию АП. Они разобьют прямо
угольник АВСП на п равных прямоугольников. Каж-

дый из них имеет площ адь — . П рямоугольник
АВ1С1П содержит первые т  прямоугольников, счи
тая снизу, и содержится в т  + 1 прямоугольниках. 
Поэтому

(4-)т <  8 х< (4 -) ('«+!)•

В,

2) Если фигура разбивается на части, яв- а) 
ляю щ иеся простыми фигурами, то площ адь этой 
фигуры равна сумме площадей ее частей.

3) Площадь квадрата со стороной, рав
ной единице измерения, равна единице.

Если квадрат, о котором идет речь в оп
ределении, имеет сторону 1 м, то площадь будет в 
квадратны х метрах (м2). Если сторона квадрата 
100 м, то площадь будет в гектарах. Если сторона 
квадрата 1 км, то площадь будет в квадратных ки
лометрах и т. п.

122.  Площадь прямоугольника
Найдем площадь прямоугольника со сто

ронами а, Ь. Для этого сначала докажем, что пло
щади двух прямоугольников с равными основания
ми относятся как  их высоты.

Пусть АВСП и АВ1С1П — два прямо
угольника с общим основанием АП (рис. 296, а).
Пусть 3  и З г — их площ ади. Д окаж ем , что

5  АВ = ------- . Разобьем сторону АВ  прямоугольника на
5 1 Л 1В 1

большое число п равных частей, каж дая из них рав-
АВ  „  а

В

А

п

б)

Пусть т  — число точек деления, которые

(* )  Рис. 296
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Отсюда
т 8 1 т  1 / ч

+  (**>

Из неравенств (*) и (**) мы видим, что оба числа
АВ1 8 1 т т 1

. „ и —  заключены между — и —+—. Поэтому
а О  ^  ТЬ ть ть

1
они отличаются не более чем на —. А так как  пп
можно взять сколь угодно большим, что это может

АВ1
быть только при ~ ^ - = — , что и требовалось доказать.

Возьмем теперь квадрат, являю щ ийся 
единицей площади, прямоугольник со сторонами 1, 
а и прямоугольник со сторонами а, Ь (рис. 296, б). 
Сравнивая их площади, по доказанному будем иметь:

8 ^ _ а
Т “ 7  з7 - ! '
Перемножая эти равенства почленно, по

лучим: <8 = аЬ. Итак,
площадь прямоугольника со сторонами а, Ь вычис
ляется по формуле <8 = аЬ.

123.  Площадь параллелограмма
Пусть АВСБ  — данный параллелограмм. 

Если он не является прямоугольником, то один 
из его углов — А  или В  — острый. Пусть для опре
деленности угол А  острый, как  изображено на ри
сунке 297.

Опустим перпендикуляр А Е  из вершины 
А  на прямую СБ. Площадь трапеции АВСЕ  равна 
сумме площадей параллелограмма АВС Б  и треуголь
ника А Б Е .

Опустим перпендикуляр ВЕ  из вершины 
В  на прямую СБ. Тогда площадь трапеции АВСЕ  
равна сумме площадей прямоугольника АВЕЕ  и тре
угольника ВСЕ.

Прямоугольные треугольники А Б Е  и ВСЕ 
равны, а значит, имеют равные площади. Отсюда 
следует, что площадь параллелограмма АВС Б  равна 
площади прямоугольника А В Е Е У т. е. равна А В  • ВЕ. 
Отрезок ВЕ  называется высотой параллелограмма, 
соответствующей сторонам А В  и СБ. Рис. 297
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Итак,
площадь параллелограмма равна произведению его 
стороны на высоту, проведенную к этой стороне.

124.  Площадь треугольника
Пусть АВС — данный треугольник 

(рис. 298). Дополним этот треугольник до паралле
лограмма АВСП, как  указано на рисунке. Площадь 
параллелограмма равна сумме площадей треугольни
ков АВС  и СПА. Так как эти треугольники равны, 
то площадь параллелограмма равна удвоенной пло
щади треугольника АВС. Высота параллелограмма, 
соответствующая стороне АВ, равна высоте треуголь
ника АВС, проведенной к стороне АВ. Отсюда сле
дует, что
площадь треугольника равна половине произведе
ния его стороны на проведенную к ней высоту:

8  = ^ а К

П

Рис. 298

Докажем теперь, что
площадь треугольника равна половине произведе
ния двух любых его сторон на синус угла между ни
ми.

Пусть АВС — 
(рис. 299). Докажем, что

В = -А В А С -8 ш А.
2

данный треугольник

Имеем:
Проведем в треугольнике АВС высоту ВП.

а)

8  = - А С В О .
2

Из прямоугольного треугольника АВП
ВП = АВ • 81п а ,

если угол а  острый (рис. 299, а),
ВП = АВ • 81п (180° -  а),

если угол а  тупой (рис. 299, б). Так как
81п (180° -  а ) = 81п а , то в любом случае ВП = 
= АВ • 81п а . Следовательно, площадь треугольника

8  = ̂ -А С А В -8ША, что и требовалось доказать.

185
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Рис. 299

11.ншинЬ/ фиг !/Р



125.  Формула Герона для площади 
треугольника 
Задача (29).
Выведите формулу Герона1 для площади 

треугольника: 5  = л]р(р -  а)(р -  Ь)(р -  с), где а, Ь, с —
а + Ь + сдлины сторон треугольника, а р  =--------------полупе-

риметр. ^
Решение.

Имеем: 5  = — о Ь з т у ,  где у — угол тре- 
2

угольника, противолежащий стороне с. По теореме 
косинусов с2 = а2 + Ь2 -  2аЬ соз у.

Отсюда соз у = ° +̂ ь с . Значит,

з т 2 у = 1 -  соз2 у = (1 -  соз у)(1 + соз у)=
_ 2аЬ - а 2 -Ь 2 + с2 2аЬ + о2 + Ь2 -  с2 _

2аЬ 2аЬ
= с2 -  (о -  Ь)2 (о + Ь)2 - с 2 _

2аЬ 2аЬ
1„ _ (с -  а + Ь)(с + а -Ь)(а + Ь -  с)(а + Ь + с). 

4а Ь
Замечая, что а + Ь + с = 2р, а + Ь -  с = 2 р -  2с, 
а + с -  Ъ = 2 р -  2 Ъу с -  а + Ь = 2р -  2а, получаем:

з т  у = ^  ̂ Р(Р “  °)(Р “  Ь)(Р ~ СУ 

Таким образом, 5  = —а Ь з т у  =

126. Площадь трапеции
Пусть АВСП — данная трапеция 

(рис. 300). Диагональ трапеции АС  разбивает ее на 
два треугольника: АВС  и СПА. Следовательно, пло
щадь трапеции равна сумме площадей этих треу
гольников. Площ адь треугольника АВС  равна 
1
— А В  • СЕ, площ адь треугольника АСП равна

— ПС • А Е . Высоты СЕ и АР  этих треугольников рав- Рис' 300
и

1 Герои Александрийский — древнегреческий ученый, I в. н. э.

Р П С
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ны расстоянию между параллельными прямыми АВ  
и СП. Это расстояние называется высотой трапеции. 
Следовательно,
площадь трапеции равна произведению полусуммы 

ее оснований на высоту: 8  = ^ ^ - к .

Задача (40).
Докажите, что если диагонали четырех

угольника пересекаются, то площадь четырехуголь
ника равна половине произведения диагоналей на 
синус угла между ними.

Решение.
Площадь 8  четырехугольника равна сум

ме площадей треугольников АВС  и АВС  (рис. 301):

5  = \А С  • В Е + ^А С  • ИГ =

= \А С  • ВО • 81П а  + \  АС • ПО • з т  а  =

= \А С  з т  а  (ВО + ОП) = \А С  • ВП • з т  а ,

Рис. 301

что и требовалось доказать.

127. Формулы для радиусов 
вписанной и описанной 
окружностей треугольника 
Задача (42).
Выведите следующие формулы для ради

усов описанной (В) и вписанной (г) окружностей тре-
„  аЪс 2 8  ,угольника: В  =---- , г = ----------, где а, о, с — стороны

4 8  а + Ь + с
треугольника, а 8  — его площадь.

Решение.
Начнем с формулы для В. Как мы знаем,

а
Д= 2 з1п а » где а  — угол, противолежащий стороне а

треугольника.
Умножая числитель и знаменатель пра

вой части на Ьс и замечая, что - & с з т а  = 8 , полу-
2

чим:
В  =

аЬс
48
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Выведем формулу для г (рис. 302). Пло
щадь треугольника АВС  равна сумме площадей тре
угольников 0АВ, О ВС и ОСА:

Отсюда г

„  1 1 18  =—сг +—аг+ —Ъг. 
2 2 2

25
а + Ь + с

128.  Площади подобных фигур
Пусть Р' и Р” — две подобные простые 

фигуры. Выясним, как  относятся площади этих фи
гур. Так как  фигуры подобны, то существует преоб
разование подобия, при котором фигура Р' перехо
дит в фигуру Р ".

Разобьем фигуру Р ' на треугольники Д\, 
Д'2, Д'3, ... (рис. 303). Преобразование подобия, пере
водящее фигуру Р' в фигуру Р", переводит эти тре
угольники в треугольники Д'^, Д"2, Д"3, ... разбиения 
фигуры Р". Площадь фигуры Р' равна сумме площа
дей треугольников Д\, Д2, ..., а площадь фигуры Р" 
равна сумме площадей треугольников Д Д 2, ... .

Если коэффициент подобия равен Л, то 
размеры треугольника Д" в к раз больше соответст
вующих размеров треугольника Д'п. В частности, сто
роны и высоты треугольника Д" в к раз больше со
ответствующих сторон и высот треугольника Д'п. 
Отсюда следует, что

я  (д"„) = к2 з  (д;>.
Складывая эти равенства почленно, получим:

5  (Р") = к2 8  (Г ).
Коэффициент подобия к равен отноше

нию соответствующих линейных размеров фигур Р" 
и Р'. Поэтому площади подобных фигур относятся 
как квадраты их соответствующих линейных разме
ров.

129.  Площадь круга
Если фигура простая, т. е. допускает раз

биение на конечное число треугольников, то ее пло
щадь равна сумме площадей этих треугольников. 
Д ля произвольной фигуры площ адь определяется 
следующим образом.

Рис. 302
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Д анная фигура имеет площадь 8 , если  
существуют содержащие ее простые фигуры и содер
жащ иеся в ней простые фигуры с площадями, как 
угодно мало отличающимися от 5 . Применим это 
определение к нахождению площади круга.

Кругом называется фигура, состоящая из 
всех точек плоскости, расстояние от которых до дан
ной точки не больше данного. Эта точка называется 
центром круга, а данное расстояние — радиусом 
круга. Границей круга является окружность с теми 
же центром и радиусом (рис. 304).
Площадь круга равна половине произведения дли
ны ограничивающей его окружности на радиус.

Докажем это. Построим два правильных 
п-угольника: Р х — вписанный в круг и Р 2 — опи
санный около круга (рис. 305). Многоугольники Р х 
и Р 2 являются простыми фигурами. Многоугольник 
Р2 содержит круг, а многоугольник Р х содержится в 
круге. Радиусы, проведенные в вершины многоуголь
ника Р х, разбивают его на п треугольников, равных 
треугольнику АО Б. Поэтому 5 ^  = п8А0в. Так как

7 АСЮ = АС ОС = АС АО
рВ

сов а , то

<8Р1 = (пАС) АО  соз а  = -^-соз а,

где р  — периметр многоугольника Р 1У В  — радиус 
круга. Аналогично находим площадь многоугольни
ка Рч 8  г, = п8вор»

8 вор = А В  • АО ■ АС

(пАС)АО
соз а  
рВ

АО,

соз а 2 соз а
И так, многоугольник Р х, содержащийся 

с рРв круге, имеет площадь = —-со за , а многоуголь-
и

ник Р2, содержащий круг, имеет площадь
рВ

2 соз а
Так как при достаточно большом п пери

метр р  отличается сколь угодно мало от длины I ок
ружности, а соз а  сколь угодно мало отличается от

Рис. .405
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единицы, то площадь многоугольников Р 1 и Р2 сколь

угодно мало отличаются от — . Согласно определе-
2

тнию это значит, что площ адь круга 5  = —  = пВ2, 
что и требовалось доказать. ^

К руговым сектором назы вается часть 
круга, леж ащ ая внутри соответствующего централь
ного угла (рис. 306).

Площадь кругового сектора вычисляется 
по формуле

7ТР2
8 я Е 1

360
а,

где К  — радиус круга, а  — градусная мера соответ
ствующего центрального угла.

Круговым сегментом называется общая 
часть круга и полуплоскости (рис. 307).

Площадь сегмента, не равного полукру
гу, вычисляется по формуле

,2
<8 = —  <х±5 

360 д»
где а  — градусная мера центрального угла, который 
содержит дугу этого кругового сегмента, а <8Д —
площадь треугольника с вершинами в центре круга 
и в концах радиусов, ограничивающих соответству
ющий сектор. Знак «-» надо брать, когда а  < 180°, 
а знак «+» надо брать, когда а  > 180°.

Рис. 307
Контрольные вопросы

1. Сформулируйте свойства площади для простых фигур.
2. Докажите, что площадь прямоугольника равна произведению 

его сторон.
3. Докажите, что площадь параллелограмма равна произведению 

его стороны на высоту, проведенную к этой стороне.
4. Докажите, что площадь треугольника равна половине произве

дения его стороны на высоту, проведенную к этой стороне.
5. Докажите, что площадь треугольника равна половине произве

дения двух любых его сторон на синус угла между ними.
6. Докажите, что площадь трапеции равна произведению полу

суммы оснований на высоту.
7. Как относятся площади подобных фигур?
8. Выведите формулу площади круга.
9. По каким формулам вычисляются площади кругового сектора 

и кругового сегмента?
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Рис. 308

Задачи
Пункт 122

1. Докажите, что сумма площадей квадратов, 
построенных на катетах прямоугольного 
треугольника, равна площади квадрата, 
построенного на гипотенузе (рис. 308).

2. Стороны двух участков земли квадратной 
формы равны 100 м и 150 м. Найдите 
сторону квадратного участка, равновели
кого им.

3. Найдите площадь квадрата <8 по его диагонали а.
4. Во сколько раз площадь квадрата, описанного около окружнос

ти, больше площади квадрата, вписанного в ту же окружность?
5. Как изменится площадь квадрата, если каждую его сторону 

увеличить в 3 раза?
6. Во сколько раз надо уменьшить стороны квадрата, чтобы его 

площадь уменьшилась в 25 раз?
7. Чему равны стороны прямоугольника, если они относятся как 

4 : 9, а его площадь 144 м2?
8. Чему равны стороны прямоугольника, если его периметр 

74 дм, а площадь 3 м2?

Пункт 123
9. Параллелограмм и прямоугольник имеют одинаковые стороны. 

Найдите острый угол параллелограмма, если площадь его рав
на половине площади прямоугольника.

10. Квадрат и ромб имеют одинаковые периметры. К акая из фи
гур имеет большую площадь? Объясните ответ.

11. Найдите площ адь ромба, если его высота 10 см, а острый 
угол 30°.

12. Найдите площадь ромба, если его высота 12 см, а меньшая ди
агональ 13 см.

13. Докажите, что площадь ромба равна половине произведения 
диагоналей.

14. Найдите стороны ромба, зная, что его диагонали относятся как 
1 : 2, а площадь ромба равна 12 см2.

Пункт 124
15. Разделите данный треугольник на три равновеликие части 

прямыми, проходящими через одну вершину.
1 6 . Решите предыдущую задачу, взяв вместо треугольника парал

лелограмм.
17. Чему равна площадь равнобедренного треугольника, если его 

основание 120 м, а боковая сторона 100 м?
18. Найдите площадь равнобедренного прямоугольного треуголь

ника с гипотенузой а.
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19. У треугольника со сторонами 8  см и 4 см проведены высоты 
к этим сторонам. Высота, проведенная к стороне 8  см, равна 
3 см. Чему равна высота, проведенная к стороне 4 см?

20. Докажите, что стороны треугольника обратно пропорциональ-
ь 1 1 1ны его высотам, т. е. а : о : с = —  : —  : — .

К  Ч К
21. Найдите площ адь равностороннего треугольника со сторо

ной а.
22. Найдите площ адь правильного треугольника, вписанного в 

круг радиуса В.
23. Найдите площадь прямоугольного треугольника, если его вы

сота делит гипотенузу на отрезки 32 см и 18 см.
24. Чему равны катеты прямоугольного треугольника, если его ги

потенуза равна 73 см, а площадь равна 1320 см2?
25. У треугольника АВС АС = а, ВС = Ь. При каком угле С пло

щадь треугольника будет наибольшей?
26. Найдите площадь равнобедренного треугольника, у которого 

боковые стороны равны 1 м, а угол между ними равен 70°.
27. Найдите площадь параллелограмма, если его стороны 2 м и 

3 м, а один из углов равен 70°.
28. Найдите площадь треугольника по стороне а и прилежащим к 

ней углам а и р .

Пункт 125
29. Выведите формулу Герона для площ ади треугольника: 

8» = Vр(р -  о)(р -  Ь)(р -  с) , где а , 6 , с — длины сторон треуголь
ника, а р  — полупериметр.

30. Найдите площадь треугольника по трем сторонам: 1) 13, 14,
ок 24 12 1

15; 2) 5, 5, 6 ; 3) 17, 65, 80; 4) 6 ; 5) 13, 3 7 ^ | ,  4 7 ^  ;
1 44  _

6 ) 2^2» ^ 7 5 » 1*83.
31. Стороны треугольника а , Ъ, с. Найдите высоту треугольника, 

опущенную на сторону с.
32. Боковые стороны треугольника 30 см и 25 см. Найдите высо

ту треугольника, опущенную на основание, равное: 1) 25 см;
2 ) 1 1  см.

33. Периметр равнобедренного треугольника равен 64 см, а его бо
ковая сторона на 11 см больше основания. Найдите высоту тре
угольника, опущенную на боковую сторону.

34. Найдите высоты треугольника, у которого стороны равны 
13 см, 14 см и 15 см.

1 4435. Найдите высоту треугольника со сторонами 2 ^2 » 1,83,
проведенную к стороне 2 ^



36.

37.

38.

39.

40.

41 .

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

7 Геометрия, 7—9 кл.

Найдите наименьшую высоту треугольника со сторонами:
1) 5, 5, 6; 2) 17, 65, 80 — и наибольшую высоту треугольника

25 29 12 1со сторонами: 3) , -д-, 6; 4) 13, 37уд , 47уд .

Пункт 126
Найдите площадь трапеции, у которой параллельные стороны 
60 см и 20 см, а непараллельные — 13 см и 37 см.
В равнобокой трапеции основания равны 10 см и 24 см, боко
вая сторона 25 см. Найдите площадь трапеции.
В равнобокой трапеции большее основание равно 44 м, боко
вая сторона 17 м и диагональ 39 м. Найдите площадь трапе
ции.
Докажите, что если диагонали четырехугольника пересекают
ся, то площадь четырехугольника равна половине произведе
ния его диагоналей на синус угла между ними.
Докажите, что среди всех параллелограммов с данными диаго
налями наибольшую площадь имеет ромб.

Пункт 127
Выведите следующие формулы для радиусов описанной (К) и 
вписанной (г) окружностей треугольника:

„  аЪс 25К =---- , г = ----------,
45 а + Ь + с

где а, Ь, с — стороны треугольника, а <8 — его площадь. 
Найдите радиусы описанной (К) и вписанной (г) окружностей 
для треугольника со сторонами: 1) 13, 14, 15; 2) 15, 13, 4; 
3) 35, 29, 8; 4) 4, 5, 7.
Боковая сторона равнобедренного треугольника 6 см, высота, 
проведенная к  основанию, 4 см. Найдите радиус описанной ок
ружности.
Найдите радиусы окружностей, описанной около равнобедрен
ного треугольника с основанием а и боковой стороной Ь и впи
санной в него.
Найдите радиус г вписанной и радиус К  описанной окружнос
тей для равнобедренного треугольника с основанием 10 см и 
боковой стороной 13 см.
Докажите, что в прямоугольном треугольнике радиус вписан
ной окружности равен половине разности между суммой кате
тов и гипотенузой.
Катеты прямоугольного треугольника равны 40 см и 42 см. 
Найдите радиусы описанной и вписанной окружностей. 
Докажите, что площадь многоугольника, описанного около ок
ружности, равна половине произведения периметра много
угольника на радиус окружности.
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Пункт 128
50. Через середину высоты треугольника про

ведена перпендикулярная к  ней прямая.
В каком отношении она делит площадь 
треугольника?

51. П рямая, перпендикулярная высоте тре
угольника, делит его площадь пополам.
Найдите расстояние от этой прямой до 
вершины треугольника, из которой про
ведена высота, если она равна к. Рис- 309

52. Периметры правильных л-угольников от
носятся как  а : Ъ. Как относятся их пло
щади?

Пункт 129
53. Найдите площадь круга, если длина ок

ружности I.
54. Найдите площ адь кругового кольца 

(рис. 309), заключенного между двумя 
окружностями с одним и тем же центром 
и радиусами: 1) 4 см и 6 см; 2) 5,5 м и
6,5 м; 3) а и Ь, а > Ь.

55. Во сколько раз увеличится площадь кру
га, если его диаметр увеличить: 1) в 2 ра
за; 2) в 5 раз; 3) в т  раз?

56. Найдите отношение площади круга к пло
щ ади вписанного в него: 1) квадрата;
2) правильного треугольника; 3) правиль
ного шестиугольника.

57. Найдите отношение площади круга, впи
санного в правильны й треугольник, к 
площади круга, описанного около него.

58. Найдите отношение площади круга, опи
санного около квадрата, к  площади кру
га, вписанного в него.

59. Найдите площадь сектора круга радиуса 
В, если соответствующий этому сектору 
центральный угол равен: 1) 40°; 2) 90°; Рис. 310
3) 150°; 4) 240°; 5) 300°; 6) 330°.

60. Дана окружность радиуса В. Найдите площадь сектора, соот
ветствующего дуге с длиной, равной: 1) В; 2) I.

61. Найдите площадь кругового сегмента с основанием ал/3 и вы-
а

сотой 2 -
62. Найдите площадь той части круга, которая расположена вне 

вписанного в него: 1) квадрата; 2) правильного треугольника;
3) правильного шестиугольника. Радиус круга В  (рис. 310).
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Элементы стереометрии

130.  Аксиомы стереометрии
Стереометрия — это раздел геометрии, в 

котором изучаются фигуры в пространстве. В сте
реометрии так же, как и в планиметрии, свойства 
геометрических фигур устанавливаются путем дока
зательства соответствующих теорем. Основными фи
гурами в пространстве являются точки, прямые и 
плоскости.

Система аксиом стереометрии состоит из 
аксиом планиметрии I—IX и трех пространственных 
аксиом:

Аксиомы
Сх. Какова бы ни была плоскость, существуют точ
ки, принадлежащие этой плоскости, и точки, не 
принадлежащие ей.
С2. Если две различные плоскости имеют общую 
точку, то они пересекаются по прямой, проходящей 
через эту точку.
С3. Если две различные прямые имеют общую точ
ку, то через них можно провести плоскость, и при
том только одну.

Приведем в качестве примера доказатель
ства двух теорем из стереометрии с использованием 
аксиом Сх, С2, С3.

Теорема

Через три точки, не лежащ ие на одной прямой,
можно провести плоскость.

Доказательство.
Пусть А , В, С — данные три точки 

(рис. 311). Проведем прямые А В  и АС  (аксиома I). 
Прямые А В  и АС  различны, так как точки А, В, С 
не лежат на одной прямой. Проведем через прямые 
А В  и АС  плоскость (аксиома С3). Эта плоскость про
ходит через точки А, В, С, так как  содержит пря
мые А В  и АС. Теорема доказана.
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Теорема
15.2

Если две точки прямой принадлежат плоскости, то 
вся прямая принадлежит плоскости.

Доказательство.
Пусть а  — данная плоскость и А, В  — 

точки прямой, принадлеж ащ ие плоскости а  
(рис. 312). Отметим точку С, не лежащую в плоско
сти а  (аксиома С!). Проведем через точки А , В, С 
плоскость р. Плоскости а  и Р пересекаются по пря
мой, содержащей точки А и Б , а эта прямая един
ственная (аксиома I). И так, прямая А В  принадле
жит плоскости а . Теорема доказана.

Д ля возможности реш ения простейших 
задач стереометрии мы дадим определения основных 
понятий стереометрии и приведем основные теоремы 
(без доказательства).

131.  Параллельность прямых
и плоскостей в пространстве
Две прямые в пространстве называются 

параллельными, если они лежат в одной плоскости 
и не пересекаются (рис. 313). Прямые, которые не 
пересекаются и не лежат в одной плоскости, назы
ваются скрещивающимися.
Через точку, не лежащую на данной прямой, мож
но провести прямую, параллельную данной, и при
том только одну.
Две прямые, параллельные третьей прямой, парал
лельны.

Прямая и плоскость в пространстве назы
ваются параллельными, если они не пересекаются.
Прямая параллельна плоскости, если она парал
лельна какой-нибудь прямой, лежащей в этой пло
скости (рис. 314).

Две плоскости называются параллельны
ми, если они не пересекаются.
Если две параллельные плоскости пересекаются тре
тьей плоскостью, то прямые пересечения плоско
стей параллельны (рис. 315). Через точку, не лежа
щую в данной плоскости, можно провести парал
лельную плоскость, и притом только одну.

Рис. 313
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Отрезки параллельных прямых между па
раллельными плоскостями равны (рис. 316).

Задачи
1. Точки А, В, С и I) не лежат в одной плоскости. Докажите, что 

прямые А В  и С1) не пересекаются.
2. Можно ли через точку пересечения двух данных прямых про

вести третью прямую, не лежащую с ними в одной плоскости? 
Объясните ответ.

3. Четыре точки не лежат в одной плоскости. Могут ли какие- 
нибудь три из них лежать на одной прямой? Объясните ответ.

4. Докажите, что если прямые А В  и С1) скрещ ивающ иеся, то 
прямые АС  и В Б  тоже скрещивающиеся.

5. Через концы отрезка А В  и его середину М  проведены парал
лельные прямые, пересекающие некоторую плоскость в точках 
А х, В х и М г. Найдите длину отрезка М М г, если отрезок А В  не 
пересекает плоскость и если: 1) А А Х = 5 м, В В Х = 7 м; 2) А А 1 = 
= 3,6 дм, В В Х = 4 ,8  дм; 3) А А 1= 8 ,3 см, В В Х = 4,1 см;
4) А А Х = а , В В Х = Ь.

6. Прямые а и & не лежат в одной плоскости. Можно ли прове
сти прямую с, параллельную прямым а и Ь?

7. Дан треугольник АВС. Плоскость, параллельная прямой АВ, 
пересекает сторону АС  этого треугольника в точке А х, а сторо
ну ВС  — в точке В х. Найдите длину отрезка А ХВ , если:
1) А В  = 15 см, А А Х: АС  = 2 : 3; 2) А В  = 8 см, А А Х: А ХС = 5 : 3 ;
3) В ХС = 10 см, А В  : ВС = 4 : 5; 4) А А Х = а, А В  = Ъ, А ХС = с.

8. Докажите, что если четыре прямые, проходящие через точку 
А, пересекают плоскость а  в вершинах параллелограмма, то 
они пересекают любую плоскость, параллельную а  и не прохо
дящую через точку А, тоже в вершинах параллелограмма.

9. Даны три параллельные плоскости а ,, а 2, а 3. Пусть Х х, Х 2, 
Х 3— точки пересечения этих плоскостей с произвольной пря
мой. Докажите, что отношение длин отрезков Х хХ 2 : Х 2Х 3 не 
зависит от прямой, т. е. одинаково для любых двух прямых.

132. Перпендикулярность прямых 
и плоскостей в пространстве
Прямые в пространстве называются пер

пендикулярными, если они пересекаются под пря
мым углом.
Если прямые а  и Ь  перпендикулярны и а 1У Ь х — пе
ресекающиеся прямые, параллельные прямым а  и 
Ь, то они тоже перпендикулярны.
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Прямая, пересекающая плоскость, назы
вается перпендикулярной этой плоскости, если она 
перпендикулярна любой прямой в плоскости, прохо
дящей через точку их пересечения (рис. 317).

Прямая, пересекающая плоскость, пер
пендикулярна плоскости, если она перпендикуляр
на двум прямым в плоскости, проходящим через 
точку их пересечения (рис. 318).

Через каждую точку плоскости можно 
провести перпендикулярную ей прямую, и только 
одну. Все прямые, перпендикулярные данной плос
кости, параллельны (рис. 319).

Перпендикуляром, опущенным из дан
ной точки на данную плоскость, называется отрезок, 
соединяющий данную точку с точкой плоскости и 
лежащ ий на прямой, перпендикулярной плоскости. 
Конец этого отрезка, лежащ ий в плоскости, называ
ется основанием перпендикуляра.

Расстоянием от точки до плоскости на
зывается длина перпендикуляра, опущенного из этой 
точки на плоскость (см. рис. 318).

Наклонной, проведенной из данной точки 
к данной плоскости, называется любой отрезок, со
единяющий данную точку с точкой плоскости, не 
являющийся перпендикуляром к  плоскости. Конец 
отрезка, лежащ ий в плоскости, называется основа
нием наклонной. Отрезок, соединяющий основания 
перпендикуляра и наклонной, называется проекцией 
наклонной (рис. 320). На рисунке А В  — перпенди
куляр, АС  — наклонная, ВС — проекция наклонной.

Теорема (о трех перпендикулярах)

Рис. 318

15.3
Если прямая, проведенная на плоскости через осно
вание наклонной, перпендикулярна ее проекции, то 
она перпендикулярна и наклонной. И обратно, если 
прямая на плоскости перпендикулярна наклонной, 
то она перпендикулярна и проекции наклонной 
(рис. 321).

Две пересекающиеся плоскости называ
ются перпендикулярными, если плоскость, перпен
дикулярная прямой их пересечения, пересекает дан
ные плоскости по перпендикулярным прямым 
(рис. 322).
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Рис. 321

Если прям ая а  перпендикулярна плоскости а , а  пло
скость Р проходит через прямую а, то плоскости а  
и Р перпендикулярны (рис. 323).

Задачи
10. Прямые АВ, АС  и АП попарно перпенди

кулярны. Найдите отрезок СП, если:
1) А В  = 3 см, ВС = 7 см, АО = 1,5 см;
2) ВП = 9 см, ВС = 16 см, АП = 5 см;
3) А В  = Ь, ВС = а, А В  = с1;
4) ВП = с, ВС = а, А В  = й.

11. Через центр описанной около треугольника окружности прове
дена прямая, перпендикулярная плоскости треугольника. До
кажите, что каж дая точка этой прямой равноудалена от вер
шин треугольника.

12. Через верш ину А прямоугольника АВСП проведена прямая 
А К , перпендикулярная его плоскости. Расстояния от точки 
К  до других вершин прямоугольника равны 6 м, 7 м и 9 м. 
Найдите отрезок А К .

13. Через точки А и В проведены прямые, перпендикулярные пло
скости а , пересекающие ее в точках С и П соответственно. 
Найдите расстояние между точками А и В, если АС = 3 м, 
ВП = 2 м, СП = 2,4 м и отрезок АВ не пересекает плоскость а .

14. Верхние концы двух вертикально стоящих столбов, удаленных 
на расстояние 3,4 м, соединены перекладиной. Высота одного 
столба 5,8 м, а другого — 3,9 м. Найдите длину перекладины.

15. Точка А находится на расстоянии а от вершин равносторонне
го треугольника со стороной а. Найдите расстояние от точки 
А до плоскости треугольника.

16. Расстояния от точки А до вершин квадрата равны а. Найдите 
расстояние от точки А до плоскости квадрата, если сторона 
квадрата равна Ь.
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133. Многогранники
Двугранным углом называется геометри

ческая фигура, которая состоит из двух полуплоско
стей с общей ограничивающей их прямой — ребром 
угла. За меру двугранного угла принимается мера 
плоского угла, который получается в пересечении 
двугранного угла плоскостью, перпендикулярной ре
бру (рис. 324).

Многогранным углом называется фигура, 
которая состоит из последовательно соединенных 
плоских углов с общей вершиной. Стороны плоских 
углов многогранного угла называются его ребрами.

В стереометрии изучаю тся геометриче
ские тела, ограниченные конечным числом плоских 
многоугольников, — многогранники. Простейшими 
среди них являются призмы и пирамиды. Дадим оп
ределения этих многогранников.

Призма.
Пусть а  и а! — две параллельные плос

кости и Р  плоский многоугольник в плоскости а . 
Проведем через произвольную точку X  многоуголь
ника Р  прямую, перпендикулярную плоскости. Она 
будет перпендикулярна и плоскости а р и пересечет 
ее в некоторой точке Х х. Геометрическое тело, обра
зованное всеми отрезками X X называется прямой 
призмой (рис. 325). Поверхность прямой призмы со
стоит из многоугольника Р  в плоскости а , равного 
ему многоугольника в плоскости а , — оснований 
призмы, и прямоугольников, плоскости которых 
перпендикулярны плоскостям оснований призмы а  
и а ,, а стороны, соединяющие вершины многоуголь
ников Р и Р р  равны. Они называются боковыми ре
брами призмы. Высотой призмы называется рассто
яние между плоскостями оснований.

Прямая призма называется правильной, 
если у нее основания — правильные многоугольники.

Сечения прямой призмы плоскостями, па
раллельными основаниям призмы, являются много
угольниками, равными основаниям призмы. Сечения 
прямой призмы плоскостями, перпендикуляр
ными основаниям призмы, являются прямоугольни
кам и. В частности, прямоугольниками являю тся 
диагональные сечения.

П рямая призма называется параллелепи
педом, если у нее основания — параллелограммы

Рис. 325

Рис. 326
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(рис. 326). Если же основания призмы — прямо
угольники, то она называется прямоугольным па
раллелепипедом. У прямоугольного параллелепипе
да все грани — прямоугольники. Длины ребер 
прямоугольного параллелепипеда, сходящиеся в од
ной вершине, называю тся линейными размерами 
параллелепипеда. Прямоугольный параллелепипед, 
у которого все линейные размеры равны, называет
ся кубом. Таким образом, у куба все ребра равны, а 
грани — квадраты.

Пирамида.
Дадим определение пирамиды. Пусть Р  — 

плоский многоугольник в плоскости а  и 5  — точка, 
не лежащ ая в плоскости а . Соединим произвольную 
точку X  многоугольника Р с точкой 8 .

Геометрическое тело, составленное из 
точек всех отрезков Х 8 , назы вается пирамидой 
(рис. 327). Поверхность этого тела состоит из много
угольника Р  — основания пирамиды — и боковых 
граней, представляющих собой треугольники с об
щей вершиной 8  — вершиной пирамиды. Отрезки, 
соединяющие вершину пирамиды с вершинами осно
вания, называются боковыми ребрами. Высотой пи
рамиды называется перпендикуляр, опущенный из 
вершины пирамиды на плоскость основания, а так
же длина этого перпендикуляра. Пирамида называ
ется правильной, если ее основание есть правиль
ный многоугольник, а основанием высоты пирамиды 
является центр этого многоугольника. Треугольная 
пирамида называется тетраэдром (рис. 328). Но 
часто называют тетраэдром треугольную пирамиду, 
у которой все ребра равны (правильный тетраэдр).

Сечениями пирамиды плоскостями, па
раллельными основанию, являются многоугольники, 
подобные основаниям пирамиды. Сечения пирамиды 
плоскостями, проходящими через вершины пирами
ды, являются треугольниками.

Плоскость, параллельная основанию пи
рамиды, рассекает пирамиду на части (рис. 329). Та 
из них, которая содержит вершину пирамиды, пред
ставляет собой пирамиду, подобную исходной. Дру
гая часть называется усеченной пирамидой. Поверх
ность усеченной пирамиды состоит из оснований — 
подобных многоугольников в параллельных плоско
стях — и боковой поверхности, составленной из тра
пеций. Усеченная пирамида, которая получается из 
правильной, также называется правильной. Высотой

Рис. 327

Рис. 328
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усеченной пирамиды называется расстояние между 
плоскостями оснований.

В стереометрии вводится понятие объема 
для геометрических тел. Сначала рассматриваются 
простые тела, тела, допускающие разбиение на ко
нечное число треугольных пирамид. Объемы таких 
тел определяю тся следующими требованиями:
1) равные тела имеют равные объемы, 2) если тело 
представлено как  объединение двух простых тел, то 
объем всего тела равен сумме объемов его частей,
3) объем куба с линейными размерами, равными 
единице, равен единице. Из этих свойств объема 
простых тел получаются следующие формулы:
1. Объем прямоугольного параллелепипеда с линей
ными размерами а ,  Ь , с :  V  = а Ь с .
2. Объем любой призмы равен произведению пло
щади основания на высоту призмы.
3. Объем пирамиды равен одной трети произведе
ния площади основания на высоту пирамиды.
4. Объем усеченной пирамиды равен разности объ
емов полной пирамиды и отсекаемой от нее подоб
ной пирамиды.
5. Объемы подобных тел относятся как кубы их со
ответствующих линейных размеров.

Задачи
17. Из точек А и Б , лежащ их в гранях двугранного угла, опуще

ны перпендикуляры  А А 1 и В В 1 на ребро угла. Найдите:
1) отрезок АВ, если А А Х = а, В В Х = Ь, А 1В 1 = с и  двугранный 
угол равен а ; 2) двугранный угол а , если А А г = 3, В В 1 = 4, 
А 1В 1 = б, АБ = 7.

18. В прямой треугольной призме стороны основания равны
10 см, 17 см и 21 см, а высота призмы 18 см. Найдите пло
щадь сечения, проведенного через боковое ребро и меньшую 
высоту основания.

19. В правильной четырехугольной призме площадь основания 
144 см2, а высота 14 см. Найдите диагональ призмы.

20. В прямой треугольной призме все ребра равны. Боковая по
верхность равна 12 м2. Найдите высоту.

21. По стороне основания а и боковому ребру Ь найдите полную
поверхность правильной призмы: 1) треугольной; 2) четырех
угольной; 3) шестиугольной.

22. У параллелепипеда три грани имеют площади 1 м2, 2 м2 и 
3 м2. Чему равна полная поверхность параллелепипеда?
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23. В прямом параллелепипеде стороны основания 3 см и 5 см, а 
одна из диагоналей основания 4 см. Найдите большую диаго
наль параллелепипеда, зная, что меньшая диагональ образует 
с плоскостью основания угол 60°.

24. Найдите диагонали прямого параллелепипеда, у которого каж 
дое ребро равно а, а угол основания равен 60°.

25. Найдите поверхность прямоугольного параллелепипеда по трем 
его измерениям: 10 см, 22 см, 16 см.

26. Диагонали трех граней прямоугольного параллелепипеда, схо
дящиеся в одной вершине, равны а, Ъ, с. Найдите линейные 
размеры параллелепипеда.

27. Основание пирамиды — прямоугольник со сторонами 6 см и 
8 см. Каждое боковое ребро пирамиды равно 13 см. Вычисли
те высоту пирамиды.

28. Основание пирамиды — параллелограмм, у которого стороны
3 см и 7 см, а одна из диагоналей 6 см; высота пирамиды про
ходит через точку пересечения диагоналей, она равна
4 см. Найдите боковое ребро пирамиды.

29. У четырехугольной усеченной пирамиды стороны одного 
основания равны 6, 7, 8, 9 см, а меньшая сторона другого ос
нования равна 5 см. Найдите остальные стороны этого 
основания.

30. Высота пирамиды равна 16 м. Площ адь основания равна 
512 м2. На каком расстоянии от основания находится сечение, 
параллельное ему, если площадь сечения 50 м2?

31. По данной стороне основания а и боковому ребру Ь найдите 
высоту правильной пирамиды: 1) треугольной; 2) четы рех
угольной; 3) шестиугольной.

32. Высота правильной четырехугольной усеченной пирамиды рав
на 4 см. Стороны оснований равны 2 см и 8 см. Найдите пло
щади диагональных сечений.

33. Три латунных куба с ребрами 3 см, 4 см и 5 см переплавле
ны в один куб. Какое ребро у этого куба?

34. Если каждое ребро куба увеличить на 1 м, то его объем уве
личится в 125 раз. Найдите ребро.

35. Измерения прямоугольного бруска 3 см, 4 см, 5 см. Если уве
личить каждое ребро на х  сантиметров, то поверхность увели
чится на 54 см2. Как увеличится объем?

36. В прямом параллелепипеде стороны основания 2 ^ 2  см и
5 см образуют угол 45°. Меньшая диагональ параллелепипеда 
равна 7 см. Найдите его объем.

37. Основание прямого параллелепипеда — ромб, площадь которо
го 1 м2. Площади диагональных сечений 3 м2 и 6 м2. Найди
те объем параллелепипеда.
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38. По стороне основания а и боковому ребру Ь найдите объем пра
вильной призмы: 1) треугольной; 2) четырехугольной;
3) шестиугольной.

39. Диагональ правильной четырехугольной призмы равна 3,5 см, 
а диагональ боковой грани 2,5 см. Найдите объем призмы.

40. Сечение железнодорожной насыпи имеет вид трапеции с ниж 
ним основанием 14 м, верхним 8 м и высотой 3,2 м. Найди
те, сколько кубических метров земли приходится на 1 км на
сыпи.

41. По стороне основания а и боковому ребру Ь найдите объем пра
вильной пирамиды: 1) треугольной; 2) четырехугольной; 3) ше
стиугольной.

42. Боковые ребра треугольной пирамиды взаимно перпендикуляр
ны, каждое равно Ъ. Найдите объем пирамиды.

43. Найдите объем усеченной пирамиды с площадями оснований
>  (?2)  И  ВЫСОТОЙ Л.

44. Через середину высоты пирамиды проведена плоскость, парал
лельная основанию. В каком отношении она делит объем пи
рамиды?

134. Тела вращения
Тело вращ ения — это геометрическая фи

гура, которую описывает плоская фигура при вра
щении ее около оси, лежащей в плоскости фигуры. 
Простейшими телами вращения являются цилиндр, 
конус и ш ар (рис. 330). Цилиндр описывает прямо
угольник при вращении его около стороны как оси. 
Конус описывает прямоугольный треугольник при 
вращении его около катета как оси. Ш ар получает
ся при вращении полукруга относительно диаметра.

Поверхность цилиндра состоит из равных 
кругов в параллельных плоскостях — оснований ци
линдра — и боковой поверхности. Прямолинейные 
отрезки на боковой поверхности цилиндра парал
лельны оси цилиндра и называются образующими 
цилиндра. Все они параллельны  и имеют длину, 
равную высоте цилиндра. Сечения цилиндра плос
костям и, параллельны ми основаниям, являю тся 
кругами, равными кругам оснований. Сечения ци
линдра плоскостями, параллельными оси, — пря
моугольники.

Призма называется вписанной в цилиндр, 
если ее основания вписаны в окружности оснований 
цилиндра. Призма называется описанной около ци
линдра, если ее основания описаны около оснований Рис. 330
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цилиндра. Радиусом цилиндра называется радиус 
круга в основании цилиндра.

Объем цилиндра находится из сравнения 
его с объемом вписанной и описанной призм. При 
этом получается формула для объема цилиндра:

У= пК2Н ,

где пЕ2 — площадь основания цилиндра, а Н  — вы
сота. Боковая поверхность цилиндра вычисляется по 
формуле

8 =  2 пЕН,
где 2пЕ  — длина окружности основания цилиндра, 
а Н  — высота.

Поверхность конуса состоит из круга в 
основании конуса и боковой поверхности. Прямоли
нейные отрезки на боковой поверхности конуса, со
единяющие вершину конуса с точками окружности 
основания, называются образующими конуса. Сече
ние конуса плоскостью, параллельной основанию, 
есть круг. Сечение плоскостью, проходящей через 
вершину, есть треугольник. Высотой конуса называ
ется перпендикуляр, опущенный из вершины кону
са на основание.

Плоскость, параллельная основанию ко
нуса, рассекает конус на две части. Одна из них, со
держащ ая вершину, есть конус, подобный исходно
му. Другая часть называется усеченным конусом 
(рис. 331).

Объем конуса вычисляется по формуле 
У = \ п В . 2Н ,

где пЕ2 — площадь основания конуса, а Н  —высота 
конуса. Площадь боковой поверхности конуса

8  = пЕ1,
где Е  — радиус основания конуса, а ! — длина
образующей конуса.

Объем усеченного конуса вычисляется как 
разность объемов полного конуса и отсекаемой части. 
Аналогично площадь боковой поверхности усеченно
го конуса вычисляется как разность боковых поверх
ностей полного конуса и отсекаемой части.

Из определения ш ара как  тела вращ е
ния, получаемого при вращ ении полукруга около 
диаметра как оси, следует, что все точки шара на
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ходятся на расстоянии, не большем радиуса, от цен
тра. А точки поверхности ш ара — сферы — нахо
дятся на расстоянии, равном радиусу, от центра.

Сечение ш ара любой плоскостью есть круг. 
Его центром является основание перпендикуляра, опу
щенного из центра шара на секущую плоскость.

При вращении полукруга около диаметра 
АВ  как оси полукруг описывает шар радиуса К, рав
ный радиусу полукруга (рис. 332). При этом плоский 
угол а  описывает ш аровой сектор, а полусегмент 
круга АОС описывает шаровой сегмент высотой АО. 
Дуга полукруга АС  описывает сферический сегмент.

Для определения площадей и объемов ис
пользуются следующие формулы.

Площадь сферы радиуса Я: 8  = 4пК 2.
Площадь сферического сегмента радиуса К  и высо
ты Н: 8  = 2пКН .

4 ЧОбъем шара: V  = д-яй  .
о

Объем шарового сектора: V =  д пК2Н .
где Н  — высота соответствующего сферического сег
мента.

Задачи
45. Радиус основания цилиндра 2 м, высота 3 м. Найдите диаго

наль осевого сечения.
46. Высота цилиндра 6 см, радиус основания 5 см. Найдите пло

щадь сечения, проведенного параллельно оси цилиндра на рас
стоянии 4 см от нее.

47. Радиус основания конуса 3 м, высота 4 м. Найдите образую
щую.

48. Радиус основания конуса Я. Осевым сечением является прямо
угольный треугольник. Найдите его площадь.

49. Конус пересечен плоскостью, параллельной основанию, на рас
стоянии й от вершины. Найдите площадь сечения, если ради
ус основания конуса К, а высота Н .

50. Высота конуса Н . На каком расстоянии от вершины надо про
вести плоскость, параллельную основанию, чтобы площадь се
чения была равна половине площади основания?

51. Радиусы оснований усеченного конуса 3 м и 6 м, высота 
4 м. Найдите образующую.

52. Радиусы оснований усеченного конуса 3 дм и 7 дм, образую
щ ая 5 дм. Найдите площадь осевого сечения.

' ,А
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53. Ш ар, радиус которого 41 дм, пересечен плоскостью на рассто
янии 9 дм от центра. Найдите площадь сечения.

54. Через середину радиуса ш ара проведена перпендикулярная ему 
плоскость. Как относится площадь полученного сечения к  пло
щади большого круга? (Большим кругом называется сечение 
ш ара плоскостью, проходящей через его центр.)

55. Шар радиуса Е  вписан в усеченный конус. Угол наклона обра
зующей к плоскости нижнего основания конуса равен а . Най
дите радиусы оснований и образующую усеченного ко
нуса.

56. Во сколько раз надо увеличить высоту цилиндра, не меняя его 
основание, чтобы объем увеличился в п раз? Во сколько раз 
надо увеличить радиус основания цилиндра, не меняя высоту, 
чтобы объем увеличился в п раз?

57. В цилиндр вписана правильная треугольная призма, а в приз
му вписан цилиндр. Найдите отношение объемов цилиндров.

58. Осевым сечением конуса является равнобедренный прямоуголь
ный треугольник, площадь которого 9 м2. Найдите объем ко
нуса.

59. Стог сена имеет форму цилиндра с коническим верхом. 
Радиус его основания 2,5 м, высота 4 м, причем цилинд
рическая часть стога имеет высоту 2,2 м. Плотность сена 
0,03 г/см 3. Определите массу стога сена.

60. Равносторонний треугольник вращ ается вокруг своей сторо
ны а. Найдите объем полученного тела вращения.

61. Радиусы оснований усеченного конуса К и г, образующая 
наклонена к плоскости основания под углом 45°. Найдите объ
ем.

62. Сосуд имеет форму полушара радиуса К, дополненного цилинд
ром. Какой высоты должна быть цилиндрическая часть, что
бы сосуд имел объем VI

63. Плоскость, перпендикулярная диаметру ш ара, делит его на ча
сти 3 см и 9 см. На какие части делится объем шара?

64. Чему равен объем шарового сектора, если радиус окружности 
его основания 60 см, а радиус ш ара 75 см?

65. Круговой сектор с углом 30° и радиусом Е  вращается около од
ного из боковых радиусов. Найдите объем полученного 
тела.

66. Поверхности двух шаров относятся как т : п. Как относятся 
их объемы?

67. В цилиндре площадь основания равна Я, а площадь осевого се
чения М . Чему равна полная поверхность цилиндра?

68. Конусообразная палатка высотой 3,5 м с диаметром основания 
4 м покрыта парусиной. Сколько квадратных метров паруси
ны пошло на палатку?
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Ответы и указания к задачам

§ 1. 4. Через две точки можно провести только одну прямую.
7. 1) 6 см; 2) 7,7 дм; 3) 18,1 м. 10. Не принадлежит. 11. Не 
может. 12. Не могут. 13. Не могут. 14. 0,5 м или 5,9 м.
15. 1) АС = 9 м, ВС = 6 м; 2) АС = 10 м, ВС = 5 м; 3) АС = 
= ВС  = 7,5 м; 4) АС  = 6 м, ВС = 9 м. 18. 1), 4), 6) Пересека
ет; 2), 3), 5) не пересекает. 19. 6 отрезков. 24. 1) 110°;
2) 119°; 3) 179°. 25. 2), 3) Не может. 26. 1) А(ас) = 45°, 
А(Ьс) = 15°; 2) А(ас) = 40°, А(Ьс) = 20°; 3) А(ас) = А(Ъс) = 
= 30°; 4) А (ас) = 24°, А{Ъс) = 36°. 29. Не существует.
31. 1) 1,2 м; 2) 2,4 см. 33. 11 см. 34. 100°. 36. РЯ  = 5 см,
ЯК = 6 см, РК  = 7 см. 37. А А  = 40°, А В  = 60°, АС  = 80°. 
39. В ААВС АВ  = 5 см, ВС = 6 см, АС = 7 см. 40. Сущест
вует. 42. Нельзя. 43. Не может. 49. 2) У к а з а н и е .  Соедини
те отрезком точки А и С и воспользуйтесь утверждением 
задачи 49, 1). 51. 1) См. решение задачи 30 в тексте; 2) про
ведите через точку А прямую, отличную от а.

§ 2. 1. 150°, 135°, 120°, 90°. 2. 1), 2) Не могут; 3) могут.
4. 1) 105° и 75°; 2) 110° и 70°; 3) 45° и 135°; 4) 90° и 90°.
5. 180°, 90°, 120°. 6. 1) 72° и 108°; 2) 54° и 126°; 3) 55° и 
125°; 4) 88° и 92°. 7. 150°, 150°, 30°. 8. 130°. 10. 144° и 36°.
11. 65° и 115°. 12. Все углы прямые. 15. 1) 15°; 2) 26°;
3) 86°. 16. 1) 120°; 2) 150°; 3) 178°. 18. У к а з а н и е .  Сторо
ны угла леж ат в разных полуплоскостях относительно пря
мой, частью которой является данный луч. 19. 90°. 
20. У к а з а н и е .  Воспользуйтесь результатом задачи 19 и 
теоремой 2.3. 21. 1) 155°; 2) 135°; 3) 105°. 22. У к а з а н и е .  
Воспользуйтесь теоремой 1.1. 23. 1) 20°; 2) 60°; 3) 90°.
24. А (а1Ь) = 120°, А (агс) = 150°, А(Ъс) = 30°. 25. 1) 110°;
2) 175°; 3) 170°; 4) 130°. 26. 1) Не проходит; 2) не может.

§ 3. 7. У к а з а н и е. Продлите медианы на их длину. 9. 0,3 м. 
10. 3,5 м. 11. 1) 3,2 м, 6,2 м, 6,2 м; 2) 7,2 м, 4,2 м, 4,2 м.
22. У к а з а н и е .  Воспользуйтесь свойством медианы в рав
нобедренном треугольнике. 25. 3) У к а з а н и е .  Продлите 
биссектрису ВВ на ее длину. 27. 15 м. 30. У к а з а н и е .  Вос
пользуйтесь утверждением задачи 29. 39. У к а з а н и е .  Про
длите медианы на их длину.

§ 4 . 5. Углы АВ1С1 и  ЛС1В 1 и  углы ВВ1С1 и СС^В^ внутренние од
носторонние, а углы АВ1С1 и  СС1В 1 и  углы В В 1С1 и АС 1В 1 
внутренние накрест лежащ ие. 7. Углы ВС А  и ВВС внутрен
ние накрест лежащие, углы САВ и ВВА внутренние односто-
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ронние. 14. 1) 105° и 75°; 2) 75°. 15. Три угла по 72° каж 
дый и четыре угла по 108° каж ды й. 16. Не может.
18. 1) 100°; 2) 65°; 3) 35°; 4) 35°. 19. 1) 30°, 60°, 90°; 2) 40°,
60°, 80°; 3) 45°, 60°, 75°; 4) 48°, 60°, 72°; 5) 50°, 60°, 70°.
20. Не может. 21. Не может. 22. 1) 100°; 2) 70°; 3) 36°.
23. 1) 50°; 2) 30°; 3) 75°. 24. 40°, 40°. 25. 70° и 40° или 55° и 
55°. 27. 1) 80°, 80°, 20°; 2) 70°, 70°, 40°; 3) два угла равны

120° --§- а  и один у  а - 60°. 29. 1) 105°; 2) 180° (а  + 0);

3) 155°; 4) 90в + 4". 31. 90°. 32. 110°, 35°, 35°. 33. 60°,
и

30° и 90°. 34. 110°. 36. Точка А . 38. 60°. 39. А Л  =

АЕ  = 4 г - ,  АЛ ВЕ = А В  + . 40. 140°, 10°. 41. 1) 20°;2 ^
2) 65°; 3) а . 42. Углы ААВЛ: А А  = а , АО = 90°, А В  = 9 0 °- а ; 
углы АСВЛ: АЛ  = 90°, А В  = а  + Р -  90°, АС = 180°- а  -  р.
44. 90°, 45°, 45°. 45. А Л  = 90°, А В  = 60°, А А  = 30°. 46. 150°.
47. 90°.

§ 5 .  1. У к  а з а н и е. Отложите на луче отрезок, равный радиусу.
2. У к а з а н и е .  См. задачу 1. 5. 1) 60°; 2) 120°. 7. Не мо
жет. 9. 30°. 10. 60° и 120°. 11. 70 см, 10 см. 12. Не могут.
13. 1) Не могут; 2) не могут. 14. 2) У к а з а н и е .  Восполь
зуйтесь доказательством от противного. 15. 2) У к а з а н и е .  
Воспользуйтесь доказательством от противного. 3) У к а з а 
н и е .  Д окаж ите сначала, что общ ая точка данны х окруж 
ностей леж ит на прямой, проходящ ей через их центры.
16. 2) У к а з а н и е .  Воспользуйтесь доказательством от про
тивного. 18. У к а з а н и е .  Воспользуйтесь утверждением за
дачи 16, 1). 28. У к а з а н и е .  Начните с построения равно
стороннего треугольника. 32. У к а з а н и е .  В искомом тре
угольнике продлите медиану на ее длину. 36. У к а з а н и е .  
См. задачу 35. 37. У к а з а н и е .  См. задачу 35. 38. У к а 
з а н и е .  См. задачу 35. 39. У к а з а н и е .  Начните с построе
ния высоты. 41. У к а з а н и е .  См. задачу 50 § 4. 42. У к а 
з а н и е .  См. задачу 41. 46. У к а з а н и е .  Постройте снача
ла треугольник, у которого одна сторона равна заданной сто
роне искомого треугольника, другая сторона — сумме двух 
других его сторон и угол между ними равен заданному углу.
47. У к а з а н и е .  Воспользуйтесь указанием к предыдущей 
задаче с той разницей, что вместо суммы двух сторон иско
мого треугольника надо взять их разность. 48. См. указание 
к задаче 46. 50. У к а з а н и е .  Сведите решение задачи к пре
дыдущ ей, построив вспомогательную окруж ность, концен-

О п к н 'т ы  и 
у ка .ш п и я  к  лаОачим



тричную одной из данных, с радиусом, равным сумме или раз
ности радиусов данных окружностей.

§ 6. 3. Три. 4. 10 м. 6. 3 см и 4 см. 7. ВС  = АО = 4 ,8  м.
8. АО = 15 см, СВ = 10 см. 9. АВ = АО = 150°, АС = 30°.
10. 3 см. 11. 40°, 140°, 140°. 12. 115° и 65°. 13. Не могут.
14. 60°, 60°, 120°, 120°. 15. 1) 40°, 40°, 140°, 140°; 2) 50°, 50°, 
130°, 130°; 3) 80°, 80°, 100°, 100°. 16. 1) 55°, 55°, 125°, 125°;
2) 35°, 35°, 145°, 145°; 3) 20°, 20°, 160°, 160°.
19. В Е  = 9 см, СЕ = 6 см. У к а з а н и е .  Д окаж ите, что 
ЛАВЕ равнобедренный с основанием А Е . 20. 0,6 м и 0,8 м.
21. АВ  = ВВ = 1,1 м, АО = 0,8 м. 28. 60 см. 29. 10 см и 
18 см. 30. 12 см, 20 см. 31. 12 см. 32. 10 см и 25 см или
7,5 см и 18,75 см. 35. 80° и 100°. 37. 60° и 120°. 41. 4 м. 
43. 2 м. 44. 2 м. 45. 4 м, 8 м. 46. 1 м. 47. 10 см. 50. 4 см, 
5 см, 6 см. 51. 6 см. 52. 6 см, 5 см, 5 см. 56. 5 м, 6 м.
57. а + Ь. 59. 3 с, 4 м. 61. 70° и 110°. 62. 1,7 м. 63. 24 см,
36 см. 64. 60° и 120°. 65. 15 м. 66. 3 см. 67. 4 м, 6 м.
68. 2,2 м. 69. 9 см и 5 см. 70. а. 71. У к а з а н и е .  Построй
те сначала треугольник, две стороны которого равны боко
вым сторонам трапеции, а третья — разности оснований. 
72. У к а з а н и е .  Постройте сначала треугольник, две сторо
ны которого равны диагоналям трапеции, а третья — сумме 
ее оснований. 73. У к а з а н и е .  Постройте сначала отрезок
х  — , воспользовавшись решением задачи 6.1.а

§ 7. 2. 1) 5; 2) V2 « 1 ,4 ; 3) Чб1 ~ 7,8. 3. 1) 4; 2) 12; 3) л /1Г ~ 3 ,3 .
4. 5 м или V? м ~ 2,6 м. 5. Не могут. 6. 1) 5 см; 2) 17 дм;

а —
3) 6,5 м. 7. 109 см. 8. _̂ г * 9. Н ельзя. 10. \ 7  м ~ 2,6 м.

12. Могут. 13. — . 15. У к а з а н и е .  Постройте сначала

а + Ь \а -  Ь| _отрезки с = —-— и а = —-— . Тогда искомый отрезоки С

х  = V*:2- й 2 . 16. V116 м ~ 10,8 м. 18. 90°. 20. У к а з а н и е .
Соедините одну из точек с вершиной треугольника отрезком 
и воспользуйтесь результатом задачи 19. 22. У к а з а н и е .  
Воспользуйтесь результатом задачи 21. 26. Не может. 27. 2 м. 
28. У к а з а н и е .  Продлите медиану на ее длину. 31. 2) У к а  - 
з а н и е. Сведите решение этой задачи к предыдущей соглас
но рисунку 165, б. 32. Не могут. 34. В -  й, В  + <1. У к а з а 
н и е .  Воспользуйтесь неравенством треугольника. 35. й + В,
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й -  В. У к а з а н и е .  Воспользуйтесь неравенством треуголь
ника. 36. Не могут. 37. Не могут. 38. У к а з а н и е .  Сравни
те расстояние между центрами окружностей с их радиусами.
39. Не могут. 41. У к а з а н и е .  Данные числа удовлетворя
ют условиям задачи 40. 42. 1), 3), 4) Н ельзя; 2) можно. 
43. Воспользуйтесь результатом задачи 41. 44. 10 см, 6 см.

а а
45. 90° — а , а соз а , а з т  а . 46. 90° -  а ,  - — , ——  .э т а
49. 1) з т  16°= 0,2756, соз 16°= 0,9613; 2) з т  24°36'= 0,4163, 
соз 24°36'= 0,9092; 3) з т  70°32'= 0,9428, соз 70°32'= 0,3333;
4) з т  88°49' = 0 ,9998, соз 88°49' = 0,0206. 50. 1) х  = 1°; 
2) х  = 30°6'; 3) х  = 47°3'; 4) х  = 86°9\ 51. 1) 10° = 0,1763;
2) Ьё 40°40' = 0,8591; 3) Ье 50°30'= 1,213; 4) 1% 70°15' = 2,785.
52. 1) *  = 17°53'; 2) х  = 38°7'; 3) х  = 80°46'; 4) х  = 83°50'.
53. 31°25'; 31°25'; 117°10'; 23,8 м. 54. 34°10' и 55°50'. 55. 51°. 
56. 116°16' и 63°44'. 57. 29°52' и 150°8'. 58. 12 м, 45°14'.

59. 60°16'. 60. 61. 1) а) 5; 36°52'; 53°8'; б) 41; 12°41';

77°19'; в) 29; 43°36'; 46°24'; г) 61; 10°23'; 79°37'; 2) а) 12; 
22°37'; 67°23'; б) 24; 16°16'; 73°44'; в) 15; 28°4'; 61°56'; г) 13;
81°12'; 8°48'; 3) а) 70°; 0,68; 1,88; б) 39°40'; 3,08; 2,55;
в) 19°24'; 7,55; 2,66; г) 13°39'; 15,55; 3,78; 4) а) 59°33'; 5,92; 
5,10; б) 49°12'; 7,65; 5,79; в) 29°25'; 8,04; 3,95; г) 22°; 9,71; 
3 ,64. 62. 1) соз2а ; 2) з т 2а ; 3) 2; 4) з т 2а ; 7) 1; 8) з т 2а ;

9) 1 + Ьёва. 63. 1) 8 т а  = -Ц-, 1 ё а = ^ - ;  2) з т а  = -^ - ,

8 4 4 3
е  а  = ПГ ’ ^  81п а  = 0,8; а  = — . 64. 1) соз а  = — , а  = — ;

2) со за  = -^ - , Ьёа = ^ ~ ;  3) соз а  = 0,6, 1§га = - |- . 66. а ^  .

67. г = —^=г-, В = — . 68. 29 см или ^882 см ~ 29,7 см. 
2УЗ \з

69. (>/3 - 1 )  ~ 0,732 м; ~ 0,517 м. 70. 60° и 120°.
\2

71. 60°, 60°, 120°, 120°. 72. 1), 6) а ; 2), 3), 4), 5) р. 73. ВС. 
74. А А .

§ 8. 3. 2. 4. 3. 5. (2; 0). 6. (0; 3). 7. П рямая, параллельная оси у.
8. Две прямые х  = 3 и х  = -3 .  10. Положительную. 11. 4; 3.
12. 1) (3; 2); 2) (-1 ; 3); 3) (1; 1). 13. 1) (-2 ; 3); 2) (3; -5 );
3) (-4 ; 4). 16. (0; 1), (-2 ; 0), (-2 ; 1). 17. АВ  = 5, АС = 10, 
ВС = 5. 18. Точка В. 20. (3; 3) и (15; 15). 23. (3; 4), (-4 ; 3),
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(0; 5). 24. (5; 12) и (5; -12); (5; -12 ) и (-5 ; -12). 25. х 2 +
+ (у -  З)2 =13. 26. (х  + 4)2 + (у -  З)2 = 25. 27. (-2 ; 0) или
(4; 0). 28. (* -  I )2 + (у -  2)2= 4. 29. (х  + З)2 + (у -  4)2= 25.

31. (0; 1) и (“ у ?  “ у ) -  32. (7; 0) и (1; 0). 36. 1) х  + у -  5 = 0;
2) 3* + 10у -  2 = 0; 3) х  + 6у + 13 = 0. 37. х  = 0, у = 0,

х  + 2 у - 4  = 0. 38. а  = Ь = у .  39. 1) (-3 ; 0) и (0; —| ) ;  2) (4; 0) и
(0; 3); 3) (-2 ; 0) и (0; 3); 4) (2,5; 0) и (0; -5 ). 40. 1) (1; -2 ); 2) 
(2; 4); 3) (0,5; -2 ) . 41. У к а з а н и е .  Найдите точку пере
сечения двух прямых и проверьте, лежит ли она на третьей

прямой. 42. (2; -у). 43. 1) и 6), 2) и 3), 4) и 5). 45. х  = 2.

46. у = 3. 47. З х - 2 у  = 0. 48. 1) * = “ у ;  2) & = - ^ - ;  3) & = - | ;
4) к = 2. 49. 1) 45°; 2) 60°; 3) 30°. 50. 2) (0; 1) и (-1 ; 0);

3) (0; 1) и  н-); 4 ) (о; ! )  и  — т ~ >  5 1 * П РЯ"0 0  к +1 А +1
мая касается окружности при с = ± , пересекает ее
при 1с1 < Л/2 и не пересекает при 1с1 > 42  . У к а з а н и е .  П ря
мая, касающ аяся окружности, имеет с ней единственную об
щую точку, т. е. корни соответствующего квадратного урав-

V? 1нения должны совпадать. 52. зш  120 = , сое 120 = -  — ,

1е120° = -л /3  ; е т  135° = - ^ г ,  сое 135° = — 1ё  135° = -1 ;

е т  150° = - у , сое 150е = - —г~ , Ьё 150е------ 53. е т  160° =
2 УЗ

= 0,3420, сое 40° = 0,7660, 1ё 40° = 0,8391; 2) е т  14°36' = 
= 0,2521, сое 14°36' = 0,9677, 1ё 14°36'= 0,2605; 3) е т  70°20'= 
= 0,9417, сое 70°20' = 0,3365, 1ё 70°20' = 2,798; 4) е т  30°16' = 
= 0,5040, сое 30°16' = 0,8637, Ье 30°16' = 0,5836; 5) е т  130° = 
= 0,7660, сое 130° = -0 ,6 4 2 8 , 1ё 130° = -1 ,192 ; 6) е т  150°30' = 
= 0 ,4924, сое 150°30' = -0 ,8 7 0 4 , Ьё 150°30' = -0 ,5 6 5 8 .
55. ~ 1 Г 3 2 ' или 168°28'; <х2 ~ 134°26'; сс3 ~ 158°12'.

56. 1) е т  а  = е т а  = - ^ у ^ ,  1&а = 2 ^ ;  2) в т а  = у ,

1 11ёси = -4 з  ; 3) ета = -— , а = 1; 4) зта = — , 1#а = -

О т вет ы  и 
уки .ш ния  /г .шОичим



57. 1) сое а  = 0,8, 1&а = -|-; 2) сое а  = -  2 ^  — ;

3) сое а  = — — , 1е а  =  -1  или сова = —— , 1с а  = 1. 
\ 2  \ 2

5 1258. з т  а  = — , соеа = -  — . 61. У к а з а н и е .  Рассмотрите
1 о  1 о

сначала случай, когда оба угла а  и Р острые. 62. См. указа
ние к  задаче 61.

§ 9. 2. В квадрат. 4. У к а з а н и е .  Постройте последовательно вер
шины С, П и Е  равносторонних треугольников АВС, АСП, 
АПЕ. Точка Е  искомая. 7. Не может. 9. У к а з а н и е .  Вер
ш ины данного четырехугольника переходят при симметрии 
относительно его центра в верш ины. 10. У к а з а н и е .  
Воспользуйтесь симметрией относительно данной точки.
11. 1) Отрезок; 2) угол; 3) треугольник. 14. 1) ( -3 ;  -4 );
2) (3; 4); 3) (3; -4 ). 19. Три. 24. У к а з а н и е .  Воспользуй
тесь симметрией относительно прямой Ь. 28. (1; -1 ) , (2; -1 ), 
(1; 1). 29. 1) а = Ь = 2; 2) а = - 3 ,  Ь = 8; 3) а = Ь = 1.
31. 1) Не существует; 2) существует. 34. Одинаково направ
ленные лучи: АВ  и ПС, АП и ВС, СП и ВА, ПА и СВ. Про
тивоположно направленные лучи: АВ  и СП, ВС и ПА, ПС и 
ВА, АП и СВ.

§ 1 0 . 1. АВ, АС, ВС одинаково направлены, ВА и каждый из век
торов АВ, АС и ВС противоположно направлены. 4. Х.2; 4), 
(-1 ; 2) и (с2; с2). 5. т  = ±12, л = ±7. 8. 1) с (-3 ; 4), 1с1 = 5;
2) с (6; 8), \с\_^ 10^ Ю._1)_с^ (5; -1 2 )^  \с\ = 13; 2) с (-6 ; 8),
1с1 = 10. 12. АВ  = а — Ъ, СП = Ъ — а . 14. 2) У к а з а н и е .
Постройте ЛАВС, у которого АВ = а , ВС = &. Тогда АС =

= а + &. 15. 19. с ( -6 ;  -8 ) , \с\ = 10. 20. 1) ± -^ ;  2) ±1;
\ з  2

3) ± ^ .  23. А В  = \  (о + &), СП = - ^ - ( о  + Ь), СВ =

= -у (Ь -  а ) , АП = -у (а -  Ь). 25. а и с , Ь и й .  Векторы а
и с одинаково направлены, а Ь и й противоположно направ
лены. 26. т = 2. 27. X = -1 , ц = 0. 28. У к а з а н и е .  Вос
пользуйтесь теоремой 10.3. 29. 90°. 30. . У к а з а н и е .
1а+Ь |2= ( а + Ь )2. 31. 30°. 32. сое А = 0 ,6 , сое В = 0, сое С = 0 ,8 .

33. АА = 30°, АВ = 60°, АС = 90°. 35. т = - \ .  36. X = -1 .

О Т О  О т нят ы  и
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39. тпа = ~ ^ 2 { Ъ 2 + с 2) - а 2 , тпь = \ ^ 2 ( а 2 + с 2) - Ь 2 ,

т с = ^ 2 (а 2 + Ь2) -  с 2 . 40. У к а з а н и е .  Воспользуйтесь за-
Са

дачей 38. 45. Единичные векторы а , с и й , векторы а к  <1
— и а + ХЬ

коллинеарны. 46. е (0,6; 0,8). 47. 2, -3 . 48. 1) О Х  = +  ̂ .

§ 11. 5. Треугольник. 6. А А  = 30°, А гВ г = 1,5 м. 8. У к а з а н и е .  
Постройте сначала какую -нибудь окружность, касающ уюся 
сторон угла, и воспользуйтесь гомотетией относительно вер
ш ины угла. 9. У к а з а н и е .  Воспользуйтесь гомотетией от
носительно одной из верш ин треугольника. 11. 13,6 см.
12. АС  =  4 м, В гСг = 14 м. 13. АС = 24 см, А ХСХ = 18 см,

5 ^ = 1 5  см. 16. у у - .  17. у - .  18. 4 см. 19. 20. 1) 14 см;
2) 6 дм. 22. т  : п. 23. п : т. 24. АС = 18 м. Указание. 
Треугольники АСП и СВА подобны. 25. т : п. 26. 15 см;

18 см. 27. 4,5 см. 29. . 30. А 1С1 = 1,2 м, АС = 3 м.
Са

32. А Б  = 180° -  2А А У А Е  = 180° -  2^В , АР = 180° -  2АС.
34. Подобны. 35. 1) Да; 2) да; 3) нет. 37. 1 м, 2 м, 2,5 м. 
38. 6,5 м, 5,5 м. 39. 1) Подобны; 2) не подобны. 40. 15 см,

20 см, 25 см. 41. 21 см. 43. тп2 : п2. 44. ~ 42 м. 45. .'Ъс .о + с
46. У к а з а н и е .  Проведите через точку В  прямую, парал
лельную прямой ПС. 47. У к а з а н и е .  Воспользуйтесь пре
дыдущей задачей. 48. 1) 300° и 60°; 2) 230° и 130°; 3) 190° 
и 170°. 49. 5 см. 50. 30° или 150°. 52. У к а з а н и е .  См. за
дачу 51. 54. а  или 180° -  а . 55. 50°. 56. У к а з а н и е .  До
каж ите сначала, что противолежащ ие верш ины вписанного 
четырехугольника лежат по разные стороны от прямой, про
ходящ ей через две другие противолеж ащ ие верш ины.
60. У к а з а н и е .  Воспользуйтесь двумя предыдущими задача
ми. 63. ~ 225,8 км. У к а з а н и е .  См. задачу 62. 64. ~ 82,7 км.

§ 12. 1. у ,  у .  2. л/13 или У109 м. 4. у  Ус2 + й 2±  2сйсоза .

5. ^1а2 + Ь2 ±  2аЬсова. 6. 2,25 м, 3,75 м. 8. 12^  м, 2 ^ 6  м у
5

12 'Гб _ V145 ОА/— ^73 л г. 12^42  ^105— -—  м. 9. — -— м, 2 Л/7 м, - у -  м. 10. — ——  м, — -—  м,

О т ве т ы  и 
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12^ 15
11 м. 11. Сторона А В  увеличивается. 12. Не может.

14. 35 15. АВ  = АС 81ПР 
з т ( а  + р) * 16. Х =

авт  а з т  р
18. Сторона АВ2 ^Г 8йЦа + р̂  з т ( а - р )

наибольш ая, сторона ВС наименьш ая. 19. Угол В  наиболь
ш ий, угол С наименьш ий. 20. Боковая сторона больше. 
24. У к а з а н и е .  Продлите медиану С!) за точку Б  на ее дли
ну. 25. У к а з а н и е .  Воспользуйтесь свойством перпендику
ляра и наклонных, проведенных к  прямой из одной точки, 
и утверждением предыдущей задачи.
26.

27.

28.

29.

1 а  = 105°, Ъ ~ 2,59, с ~ 3,66
2 У = 45°, Ь ~ 17,9, с ~ 14,6
3 а  =20°, Ь ~ 65,8, с ~ 88,6
4 у =119°, а 16,7, с 24,8
5 У = 68°, а ~ 13,6, Ь ~ 11,2
1 а  ~ 79°, Р ~ 41°, с ~ 10,6
2 а  ~ 11°, Р ~ 39°, с ~ 28;
3 Р ~ 27°, У ~ 58°, а ~ 19,9
4 Р ~ 21°, У 15°, а 22,9
5 а  ~ 16°, У ~ 12°, Ь 53,4
6 а  ~ 130°, У ~ 35°, Ь 8,09.
1 с ~ 8,69, р ~ 21°, У 39°;
2 с ~ 19,6, р ~ 13°, У 29°;
3 с ~  22,3, р ~ 6°, У 10°;
4
5

решения не имеет; 
с « 11,4, а 42°, у 108°
или с ~ 2,49, Р ~ 138°, У 12°.

1 а  ~ 29°, Р ~ 47°, У 104°;
2 а  ~  54°, Р ~ 13°, У 113°;
3 а  ~ 34°, Р ~ 44°, У 102°;
4 а  ~ 39°, Р 93°, У 48°;
5 а  ~ 15°, Р ~ 11°, У 154°;
6 а  ~ 136°, Р 15°, У 29°.

§ 13. 2. К г + К2 + с1> К г -  К2 ~ Л. 6. Не может. 8. ~2 п(п  -  1).
10. 36°, 72°, 108°, 144°. 12. 1) 8; 2) 12. 13. 1) 10 сторон;
2) 15 сторон. 14. У к а з а н и е .  У этого /г-угольника все сто
роны равны, все углы равны. 15. У к а з а н и е .  У этого 
/г-угольника все стороны равны, все углы равны. 18. У к а 
з а н и е .  Выразите оба радиуса через сторону треугольника.

19 . а][У * У к а з а н и е .  Найдите радиус окружности.

О т п ет ы  и 
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20. 2Л/6 Дм. 21. 2 ^ 2  см. 22. л/3 см. 24. У к а з а н и е .  Вос
пользуйтесь теоремой косинусов. 25. У к а з а н и е .  Сначала 
с помощью задачи 29 § 11 найдите сторону 10-угольника, 
а затем по теореме косинусов — сторону 5-угольника.

« » = 26. 27.

ъ 2 аВ   2ЬН
28. о ~  ,----------- • 29. .....  ~ -г . 30. У к а з а н и е .  Впишите

14В2- а 2 }14В 2+Ь2

Е 1г2
сначала правильны й ш естиугольник. 32. Г1 • 33. а : Ь.
34. 1) 62,8 м; 2) 94,2 м. 35. 6,28 мм. 36. -  3,06. У к а з а 
н и е .  Воспользуйтесь результатом задачи 23. 37. -  3 ,11. 
У к а з а н и е .  Воспользуйтесь результатом задачи 24.

38. -6 3 6 6 ,2  км. 39. - 6 ,3  см. 40. 1) ■ ; 2) *  ; 3) — .
2+\3 1+У2 3

У к а з а н и е .  Центры кругов являются вершинами правиль
ного /г-угольника. 41. 1) В  (3 + 2^13); 2) В  (1 + Л/^Г); 3) В. 
У к а з а н и е .  Центры кругов являются вершинами правиль-

71ного /г-угольника. 42. — 351,9 м /мин. 43. 1) -у  см; 2) — см;

3) - ^ -  см; 4) см. 44. 1) 120°; 2) 90°; 3) 72°; 4) 60°;
5) 240°; 6) 270°. 45. 31". 46. 1) -  0 ,79  м; 2) -  0 ,52 м;
3) — 2,09 м; 4) — 0,80 м; 5) — 1,06 м; 6) — 2,63 м. 47. 1)

о\ Яо ^ ^  2ТСо> , |2) — ; 3) — — . У к а з а н и е .  По хорде и соответствую-
2 \ 2  ЗУЗ

щему центральному углу найдите радиус окружности.
31 гУгГ зУзГ

48. 1)“^ »  2) —^— ; 3) 2л ’ У к а з а н и е .  Найдите снача

ла радиус окружности. 49. 1) 2) — ; 3) 51. 1) 90°;о 4 о
2) 45°; 3) 22,5°; 4) 150°; 5) 70°; 6) 240°.

§ 14. 1. У казание. Примените теорему Пифагора. 2. — 180 м.
а 2

3. 8  = 4. В 2 раза. 5. Площ адь увеличится в 9 раз.
6. В 5 раз. 7. 8 м, 18 м. 8. 12 дм, 25 дм. 9. 30°. 10. Квад
рат. 11. 200 см2. 12. 202,8 см2. 14. V I5̂  см. 17. 4800 м2.

О  7 /С О т ве т ы  и
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18. — . 19. 6 см. 21. “Н Е .  22. зд2^  23. 600 см2.
4 4 * 4 *

24. 55 см, 48 см. 25. АС  = 90°. 26. 0 ,47 м2. 27. 5 ,64 м2.

28. °2Ч1} а_81пР . зо . 1) 84; 2) 12; 3) 288; 4) 10; 5) 252°. .
2 81П (а + р) 1 3  ’

6) 1,4. 31. (р ~ а)(р -  Ъ)(р -  с) . 32. 1) 24 см; 2) 24 см.

33. 13,44 см. 34. 12 см; 11,2 см; — см. 35. 1,344. 36. 1) 4;
13

2) 7,2; 3) 4,8; 4) 37. 480 см2. 38. 408 см2. 39. 540 м2.

43. 1) В = ^ - ,  г = 4; 2) Д = -^ - ,  г =  1,5; 3) В = ^ - ,  г =  -|-;

4) В  = - Ц = ,  г = — . 44. 4 ,5  см. 45. В  =  , ,
41/6 2 1/4Ь2- а 2

г =  — Д/-2&~а . 46. Я = ^  см, см. 47. У к а з а н и е .
2 У 26 + а 24 3

Воспользуйтесь свойством касательных, проведенных из одной
точки к  окружности. 48. Е  = 29 см, г = 12 см. 50. 1 : 4.

51. 52. а2 : Ь2. 53. 54. 1) 20 я см2; 2) 12 я м2;
У2 4л

3) я (а 2- Ь 2). 55. 1) В 4 раза; 2) в 25 раз; 3) в т 2 раз. 56. 1) -у ;

2) ~^=г; 3) 57. _1 58. 2. 59. 1) 2)
3 ^  3 \ 3  4 • 9 9 ’ 9 4

5ЯД2 2Я.Н2 5ЯД2 11ЯД2 Л2 Л /й
3) - й ~ ;  4) - X " ; 5) - д - ;  6) - у - ;  во. 1) -2 - ;  2) у

61. 62. 1) 2)

3) ( я - ^ ) Я 2.

§ 15. 2. Можно. 5. 1) 6 м; 2) 4,2 дм; 3) 6,2 см; 4) а + Ь . 6. Нель-
и

зя. 7. 1) 5 см; 2) 3 см; 3) 8 см; 4) ^  . 9. У к а з а н и е .
Сравните отношение отрезков двух произвольных прямых.

10. 1) 6,5 см; 2) 15 см; 3) Vа 2- Ъ 2+ й 2 ; 4 ) ^ а 2- с 2+ 2<12.

О т п ет ы  и
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2 _ А  
2 ‘13. 2,6 м. 14. « 3 ,9  м. 15. 16.

17. 1) ^ а 2+ Ь 2-2 аЬ со в а  + с 2 ; 2) 60°. 18. 144 см2. 19. 22 см.

20. 2 м. 21. 1) Зад + ; 2) 4аЬ + 2а2; 3) 6аЬ + З а 2Ч з .
2

22. 12 м2. 23. 10 см2. 24. 2а, а 42  . 25. 1464 см2.

26. ^ 1 а 2+ Ь 2- с 2 \ а 2+ с2- Ь 2 \ Ъ2+ с 2- а 2
1 2  * 1 2 ’ 1 2

27. 12 см.

28. 5 см, 6 см. 29. см, 20. см, ^  см. 30. 11 м.

31. 1) \ Ъ ‘ -^ Ь 2- - ^ -  ; 2) ^ 4 ;  3) VЬ2- а 2. 32. 20>/2

33. 6 см. 34. 25 см. 35. Вдвое. 36. 60 см3. 37. 3 м3. 

38. 1) Щ - а 2Ь\ 2) а2Ъ; 3) ^ - а 2Ъ. 39. 3 см3. 40. 35 200 м3.

41. 1) *Ъ2- а 2 ; 2) ^ 4 Ь 2- 2 а 2 ; 3) ^ 3 { Ъ 2- а 2) .

42. -1&3. 43. у  № + ^ ^ 2  + $ 2). 44. 1 : 7 .  45. 5 м.

46. 36 см2. 47. 5 м. 48. Д2. 49. ------------50.

52. 30 дм2. 53. 16л м2. 54. 3 : 4 .  55. 2 В2 а

51. 5 м.

56. В п раз; в раз. 57. 4 : 1 .  58.  9 м3. У к а з а н и е .  
Высота конуса равна радиусу его основания. 59. » 1,6 т.

60. Я а* . 61. я ' (В3- г 3). 62. ~~В. 63. 45я см,
Я Е 2 3

243л см3. 64. 112,5я дм3 или 450л дм3. 65. -у  я В 2 ( 2 - 4 3 ) .

У к а з а н и е .  Тело является ш аровым сектором.
66. Чт3 :Л/л3\  67. пт  + 2(2. У к а з а н и е .  По площади ос
нования найдите его радиус. 68. « 25,3 м2.
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